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PRESENTACION

El objetivo primordial de Pmblema- muel(ou de Matemitic:

tnckén Uriverstaria: consegur e 1 COU ﬁengn realmente un cardcter orien-
tador, es de uturo estu
diante universitario,
lasd les (Orden ministerial del 3 1987
¥ Resolucién del 20 de enero de 1988) se han dispuesto cuato opclores: A
.B

lingustica) cimmeme se establece que exkllr& un sistema de pnondades para
la opcién

que hubieran elegido previamente en el COU.

Ellibro que se presenta pretende cubrir la formacién matemética, fundamen-
talmente préctica, de los alumnos que prefieran las opciones A y B y ayudar-
los en la preparacién de las Pruebas de Acceso a la Universidad.

Es una amplia y variada coleccién de problemas que recoge los ejercicios
resueltos y ofrece la solucién de los ejercicios propuestos en el libro Ma-
temiticas I de COU, editado también por Edelvives.

Debido al gran de efercicios que dicha coleccion, se edita en
dos voll d los efercici "

los blogues teméticos | (matrices y sistemas) y Il (espacios afin y eucli-
deo). El segundo contiene los que corresponden a los blogues tematicos I1I
(calculos diferencial e integral) y IV lsﬂculo de probabilidades)
E daralos ol

idos b i la teorfa, orientar su propi i ci-
tarlos para la aplicacion prctica de los conceptos tedricos y pmpmcwnaﬂes las.
herramientas mateméticas indispensables en su futuro trabajo profesional.

Esta publicacién puede ser también un valioso colaborador para los profeso-
res, al evitarles la resolucion numérica de los problemas propuestos y al com-
plemenar s explcaciones de una manera apropiada y en ¢l momento
oportun:

Los frcicios se enumeran e xden crecinte de d!ﬂcullad y s emaln
podria parecer
excese, utfzand un lenguaje oy Cormpramble, it o6 por 6 do-
provisto del rigor matemético adecuado. Con ello se pretende que los alum-
nos consigan una perfecta asimilacién de los conceptos tedricos empleados y
de las técnicas aplicadas en la resolucién de los problemas.

E: de ayudar e interesar d
en el estudio de las mateméticas, disciplina de una importancia capital. Con
tan poco nos damos por satisfechos.

LOS AUTORES
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TEMA I-1.1. Matrices
Ejercicios resueltos
L D i sl By e g

soacsma (L 2)yoassn-(24).

(Propuesto en la Univ. de Oviedo,)
i se muliplca a segunda igualdad por 3, se obtienc:

searsm=sassmaa (24

Sumando este resultado  Ia primera igualdad dada:

sesmesassnens (8 54 (3 7= (811 5D (3 %)
&
L ':"—(:,

Kl
'
T
Sustituyendo B en 1 segunda igualdad: —A + 3 (

1 s s w7

PO e ke B )
L NN TP B O N
e 0 s

2. Para matrices cuadradas de orden 2, probar que k - (A, + B) = k- Ay + k- By

S EEIRE B ORI

o ﬂzz by by ay + by an + by

_ por@)

oo (kb e e b ) | porlaprosicta
=k + ) koG + b)) = dibudva en R

aa(farkeb keaatkeba) | por)
= lkag + kb koo + ko

(k) (Kl ) O,

e )« B
S (i) e ()

Queda, pues, probado que k - (A; + B) = k- A, + k- By



3. Hall T, cwa suma A

De st con e councdos Ay = 5, + Ty
Haciendo a trasposicion: A, = (5, + T,).

Por laspropiedades d I trasposicn de matrces (5, + T = S, + T
Por tanto: A] = S, + T,
Como's, es matiz simétrca:
como T, es matriz antism

B st |

'
Resulio, e btene: S, = 3 (A, + ADY T, = 3 (A, ~ A).

4. Hacer b aplcacdn del erccoamerior a la mic A = (| )

svmmins = (1 1), o oten

) )

el e ITEEARTT
5x-:‘*x‘~‘=,lmm)—(

! 9=t
etk

Solucién de los ejercicios propuestos

1. vwmmanos A = (} 2)5- (9 3)5 e () 3. et

Yo gt e
gren-c- ( N e DB B B L
yA-Brc- ) (12)+(%73) =250 2237263
( )-(31)-(47)- (4820 32380)-(2)
am-m- (2 4)-(89)-(223 420)-( 3)

om-sn= (3 9)-( )= (325 820) - (5, %)



pa-e-0-(3 3)-(13) (3%

A-w-20- (32075 32379 - (3 )

2. Determinar las matrices A y B sabiendo que

mens (3G )ymem- (30

(Propuesto en la Univ. de La Laguna,)

Muliplicando la p

igualdad por 2, s obiienc:

(o -

-2 S i

Sumando e rslido s i, e dedc
SRR R )
a5 )
Suskugendo A e s, s

(G5 0-2=(0 50 -(5 3 3)-(a %)

3. Determinar as trazas de las matrices resultantes e los apartados o)y f) del eerciio 1.

4A-2B+3A+2B

La waza " del

matriz; por tanto:

(A~ (A= (B-201=-14+0=

4. Demostrar que tr. (A, + B) = . (A) + tr. B).
De acuerdo con I definicion de 1 adicen de matrices, Ia raza de la mateiz (A, + B s:
1A B = (@ B+ a4 b+ G+ b
Por las propiedades conmutativa y asociaiva d 1 adicén en R, se puede escrbi
(A + B) = (b + 8+ o 8 (o # B b e 4 D) = 1. (A + 15 B
Queds, pues, demostado que . (A, + B) = . (A) + 1. ().

5. Probar que e (k- A) = k-t (A)-

De acuerdo con Ia definicion de 1a muliplicacidn de un ndmero (real) por una ma
maiz ( - A, es:

la waza de la

K A) = Kea) + (a4 b (K0
Por la propiedad disributiva a R, s puede escrbi:

LAY = K o a2 = ke (A
Queda, pues, demostrado que t. (k- A = k - 1. (A)).




et i (2 2). 5 btz or A cuandosus emenos o nimros e 3 or B

‘cuando son mimeros reales. ;Se puede afirmar, entonces, que A = B? Razonar Ia respuesta.

conjunto numeico.

Ast,pues, 0 € i Como
son elementos de distinto conjunto numérico no se pucden igualar.

‘Comprobar las propiedades que se indican para las matrices

206\ (680 (555
13s)(asa)yfasa
o012/ \oz0 t1

@ La asociativa de a adicién.
b) La de exis iz neutra o matriz cero para 1 segunds

) Para latercera matriz y para los nimeros reales k = —2y K' = 2, que:
K) Ay = koA + KA,

@) La propiedad asoc

A B+ Cn A @O,
pas) | feron (532

cwemec- [« (3] (33) -
EHARNE) M
206 2]

car@eo- (i35 [A |
01 m

a propiedad asociativa de la adicion de maices.

1) La propiedad de la matriz neutra 0y indica que 0, + B

Siendo B Ia segunda maiz propuesta, se tiene:

Nota: Igualmente se tiene: B + 0, = B.

Por tanto, qued: bada la exstencia de la mati de I segund

o
ces, resula;

558 000
c249a=0-{353]=(000]=0;
T 000
“10 -10 -10 10 10 10 000
c2a+2a=( 810 )+ (810 6]=(000]-=0,
2 2 2 2 000
Tos bros de la igualdad, con ed bada

Sell e
propiedad propuesta.



8. Demostrar para matrices de mimeros reales de orden 2 s propiedades:
@) Conmutativa de la adicion.
1) Existencia de matriz opuesta para cada matiz.
O KA+ B) = kA + kB
GRwAY = (koK) Ay

) Propiedad conmutativa de la adicion: A, + By = By + Ay

a3 ) (b ) (e m o)

sweme (i) )G s

de la propiedad conmutaiva de I adicion de nimeros reales: 3, + b, = b, + &, (para

yi=12.
vt
s
1 s = 5
Ao (3 3] (3 2= (60) o
Queda, de s iz de

105 reales.
O KA+ B) =k A+ KkoBy

. By ek (@ B @B (k@4 b Kt b)),
ewemee (il )= (i i)

ok . kau Ka) Kby Kby ) _ (ke o+ Koy kay + Kby
R R n,,,)f i

o s o o e K(ag + by) = kay + kb, Garai= 1,2y
i=12,

Queda, pues, demostrada la propiedad propuesta.

@ koA = (koK) A

R

Kaa) - (Mon ke
w Kan) = \kkay Ky

g e e

en virtud de Ia propiedad asociativa de la

eales
Queds, pues, demostrada I propiedad propuesta.



9. Demostrar que en el conjunto de las matrces My, s cumple:
9 0 Ay = 0, OER)
B 1A= A

@ 0 Ay = 0 @y = O 8 = Oy = O
D)1 A = 1 @y = (- 8 = Ona = A
Quedan, pues, demostradas la propiedades propucsts.

. Si el con L2 mat
4qué propiedades se cumplen para a adicién?

cero, 0, pero no cumple Ia propiedad de existencia de mairiz opuesta.

Sen e conjunt de matrics
xo

{39

ecn n P la galdnd ; ’ . -

ién de mtricen. LQué propieddes s complen?

e opracit e, dado quspars. dos i culeu de P3¢ gl
(o) (G a)-(ra8rd)-("a° o)

czvercezyacz « arcezybedes

Lo propsdades ase e cumpin s

AR+ (6 (9= (G 8) 16 &)+ (6 DI

040+ OyB ) +T=br@+D)

v

« Asociaty

Vaque@ s be=at 00+
por Ia propiedad asociativa de a adicion en Z.

() Ga-Ga-Ge)

40y +d=d+bpor la propiedad conmutativa de la

* Conmutat

porquea +.¢ = ¢ + 2,040 =
adicion en 7.

. . oo
« Eiscc e i s e (3 8) 7,

0
y

+ Existenca de mati opucsa: de 1a mariz () e opuesia a manez (75
yaauex - x = 0€Zey-y = 0€



12, ;Qué matrces triangulares son simétricas? ¢Y antisimétricas?

Hor s s sudada A cupo s s o a1 < ] 6 s i inguie
inferior.

n i e A, sea simétrica ha de ser i
] (A, = AL);es desr, sus clementos simétricos han de et iguales (3, = &, Vi # J).

perior o inferi “a, =04
1o que indica que, para que una matiz i imética, ha de ser. iz i
Por anto, son fces i :
) angilar (speir
opuestos (8 = 55,
vi sny!osemuuxdmdummmw e ser s 8 = 0.V = ).
pesior 5 = 0.viy v
o auwe indca que, o e andsimtica, ha de ¢ una s

Por tant, son antisiméiricas las maics riangulares que sean matries nuls.
13, Son simétricas las matrices unidad? Razonar a respuesta.

Las matrices unidad son simetricas porque son iguales  sus traspuestas.
1. p dsimétrica 1a matr

! ;
R R

3 la matriz antisimétrica es T,

101 1
=loz 3fia=| 0
00 4 -1

Por tanto:

L]

5.
ocurre?

100
La matriz unidad de orden 3es T, = (0 1 0 |.
001



1 )
TG
¥1a matriz antsmérica & T, =

Como Iy = I, se deduce:

1 1 ' '
S=FOGeW =Tk Tegh-h-F

la matrz cero (matriz antisimétrica).

16. Probar las propiedades de la rasposicién de matrces de orden 3 de nimeros reales:
@ By = Ay B kA= (A O (A + BY = A+ B}

@) Aplicando la definicién de matiz traspuesta, resula:

(553 (555)-~

Qued, pues, probada la propiedad propuesta

(223
SEEl(3E

cloAy = |k ok kay i Ky Ky
Ky kay kay Ky kay Ky

4

)
se obiiene:

kA=

(uu kay k'-n)
Kay kay kay |i

Kapy Koy kay

tes), queda probada la propiedad propuesta.

) Aplicando las defniciones de adicion de matrices y de matriz traspuesta, se deduce:

Ay + by ay 4 by an + by

4 by ap + by ay by |
B3 + by ay + by ay + by

S A+ BY = |yt by ag b by s by
P e

na Y by by by
SA B = | o an |+ [ by by by
b by by by
Bt by by sy by
Af+B = | antby antby agtby |
#by ay by gk by

Como se llega a la misma matriz al desarrollar los dos miembros de I igualdad, queda probada
la propiedad propuest

(l,. + By + by ay 4 by

17, Probar
 par I il por s e, A et 4 s cpic e

adicién

Como se rata de matrices simétricas son matrices cuadradas; es decir, m = n.



S conoce que:

91 a0 s cundnder b imers eales, de dimension . para 1 operacén
adic'y I operacion exerna mulipicacionporun sl s, un spacio veor

i iy de s e condradas et e o6 i

Por bar que S, que:
1) Para A, €S,y B, €5, que A, — B, €S,
) ParaA, €S,y kERquek- A, €S,
En efector
1) Aplicando las definiciones de matrz opuesta y de adicién de matrices, se obtiene:
Ay e by by by ay = by 8= by 0 = D
2 | _ b2 ba o b _ [ea-ba = by

L B T B

la diagonal principal.
2) Aplicando la definicidn de multiplcacién de un escalar por una mas

. Kay, kayy

2 ke Kon

i ok . i
diagonal principal.

oued. " "
interna adicién y la operacion externa multplicaci

n por una escala real, es un espacio vectorial.

8. Hallar I matriz M que satsface 1 igualdad:

ot 1)L (101 2
2oiia)-loto3)em
(Proussto n o U, Ao de Metrid,
Loy (e (hes
)G (eh e E) e
s que s pd e I i s mares b s conforms e, dl i .
For oot o = 32
Sumand s s do imbro e gt a s s (5 03 2). s ot
Loy, 202 o e
o362 (o,. u.sMn,u HESS
i o

(R (G B RN (R R R R R R

Por Ia propiedad de Ia maiz nula, se deduce:

M- va )



TEMA I-1.2. Multiplicacion

de matrices
Ejercicios resucltos
. -(23) S

siendo 1Ia matri unidad de orden 2.
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

e 23 (535 ST

ta SLE)
e (8 8)+ (3927 o)
LrE R8T 1)
Dol ipuidad d s dos mtiss st sstema:
P ebonusy
b A b
cata-
A AP

ecuaciones 2* y 3¢ \an el sistema: b+ d) - b
s 23 o s { 081 97 05
i e b

By ah s oo g A

ad = be—ad.

axty
Fdxty.
Para resolverlo s resta miembro a miembro las dos ecuaciones:

G ea—di @t - = xa—d
—Siasdexmaid
Cax=doaard=@oaioad e —ad

Sib = 0yc =0, las couaciones 12 y 42 forman el sst

—Sia=d-

P
El sistema tiene infinitas soluciones.

3. Demosir,que sn permtales o e st
(5 ) ym (v
s (5 rm-(00)
Par qu sean permtables conmutative) e debe cumpl: Ay - By = By - A

ey de 1 multplicacién en R

R LM ot por la propiedad conmutativa

(BTG ) e

wv owrw =l



Soluci6n de los ejercicios propuestos

1. Comprobar para las matrces amterores, Ay By as propidades de Ia multplicacén de matrices.

RIS CHITA .

P S R g 0 5 1 ks i
2; la matriz producto P también es tal que Py, = Py ¥ Pia

2), de adicién un mimero por iz, results
siguientes:

@) Asosiativa: A, - (B, C) = (A, B) - Cy.

« Efectuando la multiplicacién en el primer miembro, se obtiene:

Pedemear- (0 1)- (10 200) - (G )

Py By = 20D ) 1y (10.+ ¥B) = Bup 4 xvg + g 4 v

Pia = P = x(Ua + 9) + Yp + va) = xug + wp +yup + va )
+ Efectuando la muliplcacion en el segundo miembro, se deduce:
. xuewoweye) (poa) _(eh
eemse = (BER IR D) -
o 40P+ OV £ g = xup 4 xva+yua ) o

TR et o p

wa + xvp + yup + yva
Comparando (1) ¥ (2), resua:
Pu =Pl P =Ph Py =Pl Pm=Ph < PP = Ay (BC)= (A B Gy
b) Conmutativa: Ay - By = By - Ay
e ha demostrado en ¢l efercicio resuclto 2 al probar que A, y By son matrices permutables.
Nota: Recuérdese que, en general, la muldplicacion de matrices no es conmutativa,

© Existencia de matriz unidad 13 Ay 1, = A T+ A = Ay

- (00 D) =G st - a)-a

Igualmente I + A; =

En efecto:
A

. por la propiedad conmu

@) Distributiva de Ia multiplicacion respecto de I adicion: A, - (B + ) = Ay By + Ay Cy.
+ Efectuando las operaciones en e primer miembro, se deduce:
(X v).(u+p vea),
R R A R ]
i _(FG R Ye @ X6 yEEp),
Mo (IRINID IR INI)

5 (Xt e ya e xa s syp
Mo (RIRININ BIRINIR)



o (A B)

* Efectuando las operaciones en el segundo micmbro, se obiene:

mcmemcs(RIN IR (RIG BN

Ba A G (MWW XD
amemce= (IR RIS RIR NI

Las dos matricesresultantes son iguales, con 1o Que queda probada Ia propiedad.
;AL
Dado que Ay, By y A, - By son matrice simétricas, se tiene:
Af = AB = By (Ao B = Ay By
+ Sustituyendo.en el primer miembo de laigualdad, se obtiene:
(ArBY = Ay By = A7 B = B - Af,ya que Af y B son matrices permutabls.

« Susituyendo en el segundo miembro de Ia igualdad, se deduce:
B+ Af = By- A, = A, - B (porque A,y B, son matrices permutables) = (A; - BY'.
Queda, pues, comprobada la propiedad.

1) Ay By = 0 no implica necesariamente que A; = 0;0 B, = 0.

2

b o o [t xvE) _(00) | (xutw=
mmen = (MIN NI -G 0) - [RIRT

En el supuesto, admisibe, de que x = v, A; = (§ ) resulara, parax = y % 0:
B2y e v, que ten solusones no ceros (por ciemplo, u = 1, v = =, tal ¥

como sc queria comprobar.

st e i (7 ) et (4 ~1) 5 0, s

{E2)-(a )= (5 8) -0
Compota s i = (1 2) By = (2 71) i s g

i

@ (A + B = AL+ 20,0, + B
) (A= B = Al =24, By + B}

© (A + B) (A~ B) = A}~ B}

omeme(38) e (1) =11 553) - (6 3):
lM'B)J”(‘X‘Bl"("l‘“"‘(;s)‘( 3)=( ;1.:3:3) (3

emens (3 3)-6 - (638 39)-G 2

mem=(50)(3 7)) - (éiéﬂii) (. ,,)



mememe (1) (0 3) - (655 358) - (6 %)
Por tanto, A} + 2A, - B, + B} =

( HEL P (”’) (m3)+ (33 HECEE S

debi
o oy By o o permuabe,
En cfecto:
- (23470 (2 4
moas (13 (58 - (355370 - (0 2) = (2 5) -~

Aplicando 1 popiedad distibutiva,la proposicien cera es:
(An+ BJF = (A + B (A + B = A+ Ay By + By Ay + B
Para s dos matrices dadas, A,y By, s tene:

A+ Ay Byt By A+ B =
S R P R e R P
wasme(3)=(13) - (21 823) - (5 )
(=B = (A= B (A = B) =

(33 (3 3)- (et R - T )

Por tanto, A§ 24,08, + B =

HAR R (’ -G ’”)‘(.« Tis) - - m

) es fasa, por la mis-

B o6
2 13) = A+ B

o ey
Aplicando I propiedad distributiva, a proposicien ciera e
(A= B = (A = B) - (A = By = A} = Ay B, — By Ay + B
Para las dos matrices A, y By, se tine:
A=Ay BBy A B =
GG B
9B mom- (] 3)'('1 S)-(33% S HEIEE
Su-(3)-6G %) -G ) - (3 4)

Por o,y + By -y =By = (7 §) # (3 3) = m-m



I b ici falsa, por la mis-

L ! "
ma razén que en los dos casos anteriores.
Aplicando Ia propiedad distributive, Ia proposicidn ciert cs:

(A + B (Ay=B) = A= Ay By + By Ay = B
Para las dos matrices dadas, Ay y By s tene:
A;AA} BBy A B =
T2y (4 s 35y _ (16
SO 3G )-GR) - (28 -emrmam
3. ;Son permutables las matrices anteriores A, y By?

‘matrices anteriores A, y B, no son per 2 1
ejercicio anterior.)

Mo necssario continuar con el lulo de By - A Yaque | # 77, por tanio, Ay By # By Ay
con lo que se deduce que las matices Ay y B, no son permutabl

. son permuatis s mavices Ay = (5 7) y By (YY) para todo vilor e 5, 3, u, 2

chem= (3 1) (3 1) - (RI0 JiR) - (&N BER):
smem= (505 D= (520 713) - (&% RIR)

Como Ay - By = By - Ay las marices A, y B; son permutables para todo valor rea x, ¥, U, v.
6. 4Son permutables las matrces 1,y 0,7

‘Aplicando la propiedad de Ia matriz unidad (A - 1 = T+ A = A) a la matriz 0,, resulta:
0, = 0,, con lo que se comprueba que las matrices I, y 0, son permutables.




% Comprsbr aue do  dos sn smkommtivas s s (2 1), (¢ ) v (5 9).
s i = (3 1)y (¢ 4= (5 2)
o (0 D015 18- 9w
v ()4 (855 3590 - (43

Como U+

soew=(00) (6 8= (512 070) - (5 %) -
weus(g 9) (3 0) = (827 020) = (0 §) =~

Como U+ W = =W - U, las matrices Uy W son anticonmutativas.

R R U B e B R
wvely 30628 5200 3 -u oo
oY . bt i 4 i,

N veu= (3 g)+(V6) - (630 130) - (o ) -
V'Vf?"i P03 830 -6 0
(o )= (528 378 - (0 2) -

Por tanto,  tabla de a multiplcacion de las ma- L )
trices U, Vy W es Ia que figura al margen. = (el

En ell se observa la anticonmutatividad de las

matrices U, V y W, consideradas dos a dos, ya v =Wl & |0
que respecto a la diagonal principal Ia tabla es
antisimétrica. W=yl e |

8. Probar que, si A, es matriz simétrica, A, - A} también es simética

a A,¥B, e

s i el P, = A, B,, resul-

tado.
dientes de la columna § de la masiz B,, ¢ igual a;
=y by+ sy o+ by
En este ejrcicio, como B, = AZ, el elemento p, de la matriz producto es:
Py 8 A ot

21



Por otro lado, i de la matriz
producto es ef clemento p, que, de acuerdo con Ia defnicén de muliplicacién de poririg

R R ™
Por la propiedad conmutativa de Ia multplicacién de némeros reales, s tiene:

L

i d B R b e =
Come

o,
gl Sk el G el e
es mairz simétrica.

Notw: Encl A, sa siméarics, ya que, s
i s 2 i o it rodoi ANe i

aue A, A
dei, que A A = (he - A

resulta:

(A M) = (M) A= A AL

9. Comprobar la icaci ices con las 2

La propiedad asociativa supone que U+ (V - W) = (U - V) - W.
Utilizando la tabla de multiplicar estudiada en el ejrcico 7, se tene:
SULVW) = UL (U = U
UV W =W

UV W.

a00 x 0
‘Sean las matrice trangulares inferores de orden 3: A = (b ¢ 0 | yB= [y 2z
det w v
a 00| (x00 X 4040 04040 040+

AB=|bco|-|yzo brtcy+0 0+@+0 04040 |.
det) \uvw dcreyefa Okezsfv 0404 0w

0

& 0
S T S TR ) Pesea—
aSilnatnd

1. 4P o s by e s st (1 9) pr u et (3 2)2

Nota: Premultiplicar s mult

car por I izquierda.
Por las condiciones de la multiplicacidn de matrices (A, By = P,

o By

Xog A =Py = m=2yn=2
pi




. Caleular los productos de las siguentes mat

e, o vt e i o de s 2%, - (3 )
D (3 (22 )= (2 )

Xaem e BEAMIEL A4 v

De Ia definicin de igualdad de matrice se obtien el sistema:

x+2y=5
y=2

Por ano, ay g rslipeat o mari % = (} 2)

por subdivisiones en cajas:

@ Una posible subdivsion es:
1 2| 3 Az | Ay 2|60 By | By
=fofo]- 2 om=|3f2a)= s
sl Mz | A s Biy|Bia
Multiplicando por cajas, s tene:

Ao )G me) - (st Rl Anai s

3+ 6)-(5)

maty+ab= (3 3)(3) + () 0=
By AuBia -
(63 GD+ ) oo-(5 N (55)-(5 2

6 () mm-me0-o

Ay + A

AsBst ABa=6 2-(5 8)vm6 9=0s 20 9= 3

2



La matriz producto resulta ser:

132 2 B3 W

as=(a]2 a)=|a 2 a])=r
B

b) Una subdivision puede ser:

[r———
(536 (F2)(53)-(23)
(832G 308606l
(30)(50)+(13)-(68)- (2 0)
Ga) (636065

La matriz producto es:

) Una subdivisién posible es:

242 -1
a= (S0 B=(-2f2
sl)’ OE

Multiplicando por cajas, e tene:

@ 0-(4)somom e v () o=

(03 (L)oo

-0 (L) e- ()

| -2
AB=|"g[o|=( 0 of=Pu
10110 -10 10

) Una subdivision pucde ser:

Su matrz producto es:



(68) () (3 (=% 636G+ (30 () =GR

La matriz producto es:

13. 51 Py Q son dos matrices cuadradas de orden n, s cirta, en general, a igualdad
P2pQ Q= P+ QY
(Propuesto en a Univ. de Ledr.)
Es un enunciado similar al del apartado a) del ejercicio 2.
Por la propiedad distributiva se puede esriir:
PO I E Q=PI
L = QP; e decir, cuand

ax by
e dy

Escribir como muliplicacién de dos matrices la matriz

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)
m) (1) (x9)
e ay) = le a) loy

Formar. itui dmeros 1,1, ~1, =i G i
sinaria). ;Qué hay de comiin entre el grupo anterior y ¢l constituido, para la multiplcacién, por las

maes (5 ). (3 0)- (0 ) (3 )2

(Propuesto en la Univ. Autonoma de Madrid.)

Recordando que i =hse o
T
i

Comarupe 1 b de a muipheaion o
o= (1,4, -1, ).
Es la tabla que aparece en el margen.

oty
For b par, s s dnis son:

o
(o )= (o)
P S ——

Palolel IU=U-T=U; 1-V=Vol=Vi LW=W-1=W,

vu=(30) (4a)=(% ) -w

Tabw-(07)




v (30 (7 8)-(0 %

vew= (9

vu- (3
v (4
vowa (40

weu=

wev- ’5 -(’é _'f . n)=
(

wew= (1) (0 o) = (5 0)

- ) IGO0 Se construye Ia tabla de la muliplcacién en
Pl julv|w B = (LU, W,
viu|viwl Es Ia tabla que aparece en el margen.
viviwlrfu
pecto de su diagon
wiwftjulv et mttencn o0
"
de los nimeros de .57 e Ia multiplicac e
Tk —w.

ots: Matemitcamen s i ue hay n comespondnca byetir e -y 9 que conerva
las operaciones definidas en 27 y en 7 . Es decir, los grupos -2 y % son Isomrfos.



TEMA I-2.1.

Determinante
de una matriz
Ejercicios resueltos

- Dt s oo i e f st e s e

NSt ———

s oo

oo e e e 6 b o o i, ol Al b 00

Geterminar el inice de a permutacién de lossubindices de I olumnas (3, 5,2, 4,

Las s e o s de o e 4 o s
33 82 )

skt €T

1y

Verificar que todas las marrices A = ( @ 3) . tales quea + d = ~1.y cuyo determinante es igual
cd

a1, cumplen que AY es la matriz unidad. ;Hay oira matriz que tenga esa propiedad?
(Propuesto en la Univ. de Sevila.)

P HEH R Fae--3¢- E bie-B-W

n-

v

-{8ianates

a4 ad = (ad —bo) = aGa + &) —
o+ d)
Alsera+d

w2 78 TS R W
~(£3)-(42)-
AA=(A-T)-A = -A - AL

Como A* = ~A — I, y Al = A (por a propiedad dc la matriz unidad), queds:
JUECINY

N

N

A =1)=A=A+l— A= I, como se queria verificar.
Otra matriz que cumple la condicion es la matrz unidad, 1. En efecto;

1)

L=l

3. Resolver

1o
X1
0 x

101
x 1
0x

Sustituyendo: x + ¥



de los

Determinar el

@ Ayt ) sy, O St @ Bt

minos en el orden natural d los subindics de las filas; a continuacidn, se determina el indice () de
4 . M kimpacitn, s )

@ aptage = .
Los subindices de las columnas presentan la permutacion (2,3,4,1).
Se hallan las inversiones e los pares de clementos de la permutacidn:
2300 2410, 2,06 34no; s 4lsh
1

El nimero de inversiones es € = 3 =+ i = (-1 =
El térming tiene signo menos: —a sty

D) dunnen = autydnta.
Los subindices de las columnas presentan Ia permutacion (2,1,3,4).
S hallan las inversiones de los pases de clementos de la permutacion:
208 2300, 24n0; 1L3no; 1dno; 34no.
El nimero de inversiones es € = 1 = i = (<1)! = ~!

El término lleva el signo menos: a8yt
O Bttt = Gttt
Los subindices de las columnas presentan la permutacion (2,
e hallan las inversiones de los pares de elementos de la permut
24n0; 23n0; 25n0; 2,05 435 45n0; 41 ASnor s Sisl
“
sists

50,
ion:

El nimero de inversiones es € = 5 —
El término tiene signo menos:

D sty = St
Los subindices de s columnas presentn I permutacion 0,214,
Se bl s inversione e s ares de clment e 1 permutacin:
325 M e 3Sno 205 Zénor 25n0; Léno; LSnoi 45 m
Bl nimero e nversiones s € = 3 — 1 = (-1 =

El término lleva signo menos: —a stz By

Calcular el desarrollo de estos determinantes por Ia regla de Sarrus:
5671 0 mio

IERE] ot m w1

567 0w m-1

Aplicando Ia regla de Sarrus, resulta:

102
21 -1
2203

@

SED LN A0 (D4 (D2 (D= (D1 (D -
=20 () -0 (D) (D)
048 o

1=




567

B[78 9] =58746:9:547-6:7-58:7-6:9-5-6:7-7=0.
567
m oo mi-

o|T @ nii|-me@onvosmiwon-
0 m m-1 N A

ok i T Th

entre ambos conceptos, escribir la expresion matemtica de dicha relacion.
(Propuesto en la Univ. de Ledn.)

B : A -y
de 1a matriz que resulta de liminar a fl iy la columna j en a matriz A,. Se representa por My.

tado delcoeicene (~1) . Se represena por A
+ La expresicn matemitica que expresa 1a relacién entee ambos

¥ A= Mysii o s nimeropa,
S - y
A= DMy T N s s mimero impar.

4. Desartollar los determinantes siguientes por los elementos de una linea:

2 12 50 1oxooa
216 3, 0321 221 3
0o 38 5| Bz 3 <2t I3 a6 0
5 25 4 1230 L~
1 regla de Sarrus,

14 343

24 3]-s|2 -1 s

524 s 28

3 TE A5 42060~ 45+ 29 48 (124 60+ 8410~ 18+ 3) —
~ 50 (-15 + 120 4 12 + 15 — 36 — 40);

JA] = =3+ (-88) + 8104 — 5 56 = 264 + 832 — 280 = 816
se obtiene:
03 2 12 s 153§ 1
18] 23 2 2 3 2(-3-fo 3 2[+0.]0
123 123 123 2

[Bl =0+ +4+20-15+4+1)-3-0+4+0-15+440)+0=30-6=28

resula:

[

bow



1) = (8 +0 + 20630 +0+ 16~ 2+ (4x + 0+ 12~ 18040+
B B o e
€] = Qo+ ) =2 i2x = 18+ 3

(-5 = 100 3) = 0 = ~15¢ + 16x + 61
2y

¥
5. Comprobarque | ¥ ¥ 2y
2 ¢ F

@+ 9P

Calculando el valor del determinante por Ia regla de Sarrus, se deduce:

2y
¥ X 2| = B 4 - 20 - 20y - 200 = X 2 o= 4
wo¢ W

Queda, pucs, comprobada Ia igualdad propucsta.

6. Resolver Ia ecuacion, en caso de que sea posible:

9 2

1)] -

gkt

o3 et

a5 3
|x 71 < 2= 304 36— 126+ 48 - 54 = 0; S - 64x + 108 = 0;
612 x

64 = V409
x 0

- %




La identidad resulante indica que la igualdad se cumple para cualquie valor de x.
- Como i i

o

o ot e s 0

que par Ta adicion I
1o tiene senido la proposicion del ejerccio.

S T R B
L

a
son todos iguales a +10a 1.
(Propuesto en la Univ. de Sevila.)

dos Hineas con trs elemen-

3,
t0s iguales 3 +1 0 guales a
Las posibles formas para que 1o se anule dicho determi

@
por cjemplo:

d dos +1y un —1, con los clementos —1 en dis
v

[ PR P P Y
EE

~Len dis-

+1yun-t,

b
tintas columnas (flas); por cjempl

IR R

1yl
intas columas (flas); por ejemplo:

© Que tenga una e
elementos sean dos ~1 y un +1, con los clementos +1 en

d) Quelos clementos de las res filas (columnas) sean dos —1 y un -+ 1, con los elementos +1 en dis-
intas columnas (flas); por cjemplo:

|7| E

Sl-1el=4

O R PSS

-1
Por tan -1, 560
Wslnes(nxnalal s s 1 oo A
demostra

31



Propiedades de
los determinantes

TEMA 1-2.2

Ejercicios resueltos

,
) Obener (] = (detrminante de Vandermonde).

1
b oo
b

(~a, —a, —a). Se
%, -ab, ~a0):

Se sustituye la 2¢ fila por su suma con la 17 muliplicada por (.1,
Casitoye la 3¢ e por s e com 1 21 muliplcada por oa, —a (o, b, ) = (o
1 1 1

©-2 ©-a
0 b-ab -ax

1Al =

a-a b-a c-a
a-a Boab doa
Desarrollando por los clementos de la 12 columna:

b= €= i T e s
|[&=8, o8 |me-ac-a]y I|-e-ac-ve-mn

2. Demostrar, mediante transformaciones de la mariz que no alteren el valor del determinante, que

dad e b rod bdxte

0
A=lo o= 1 o
1

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madr
indo a Ia 12 columna la 2¢ multiplicada por x, a 3¢ multplicada por ', a 42 multplicada por
¥ y1a 5t multiplicada por x':
(%,0,0,0,0) + % (1,7%,0,0,d) + X'+ 0, 1,%,0,0) + X'+ 0,0, 1, x b) +
4X(0,0,0,1,-%) =[x + X £ 0404 0,0-x + ¥ +0+0,0+0-x+x 40,
0404+ 0-x 4 xte+dx+ o+ b+ @-xx]
= (0.0,0,0,¢ + dx + ex 4 b + axt—x).

Susttuyendo la primera columna de A por el valor anterior, resula:

0 oo
0 w10
a1 = 0 0
0 0 0
cotratebeado® d o b
Desarrollando por los elementos de Ia 1? columna, como para ag,, i = (<1)**' = (=1) = +1, se
Lo
w7 Y Sfer e e saon -
00

11 +dxrod + b b axt o x) = e v dx koo b b axt - X,
S e s B be ot s




3. Sin desarrollar, probar que es miliplo de 15 el determinante

1
22
25

columna por su suma con Ia 12
15 = 10,225 15 = 15,255+

plicada por 100 y con Ia 22 multplicada por

Susiituyendo la mult
10,y al ser 150 157m 17, 32 ener

LS 0| |15 04110045 10 [15 10| |15 15-10] 15 10
22 s|=[22 542.10+2-10[=2 2 25| ]2 2 15.15|=15:[2 2 15
255l 25 sezamesool 25| (2550 251

Por tanto, |A| s el producto de 1S por un nimero (distnto de cero), por lo que es miltiplo de IS.

Solucién de los ejercicios propuestos

ainec
1203 4
" 5 6
1. Sin desarrolar, probar a igualdad | 5§ 7 %
B 1S 16

segunda y tercera y restando la primera). Por tanto, de acuerdo con Ia propiedad 10, e determinante
escero,

2/ Sabiendo que

ab e
30
(R

=201, se tene:

)L
bas filas). Por consi

ente, por la propiedad 10, l valor del determinante ¢s cero.

3. Calcular sn desarrollar

1010 112 2
Slo1 o 01 2 -2
Ylrroof #2201
1001 1221

@ Los términos de Ia tercera fila se pueden escribir como suma de dos sumandos (7 = 4 + 3,
§=5+3,9=6+3)yaplicar al determinante que resula la propiedad 14:
1. @ 3 123 (123
4 5 6 45s6[+]|ss5e
s+3s5+36+3] lasel [333




E primer
pucde

e aplicar también 1a propicdad 14; por tantor

123 123 12 s [ERTITEE!
a5 6(=]4s6[={3r13v2343f=|333|s)123
789l 1333 ERE B 333 33

puesto tiene valor cero.
T primera)
3. por la propiedad 10, su valor es cero.
1) En virtud de la propiedad 4, como enla segunda flla 0 = 20y 2 = 2+ 1, se tene:
102 102 102
020[={2:0 2.1 2:0|=2- 0 1 0f
013 o 13 013
Por la propi el valor del i se sustituye I fladel
¥ tereera. Por tanto:
102
020 241
013

mentos de Ia diagonal principal.

Por ed
siguientes transformaciones:

1) Se sustituye la tercera columna por a que resula al restarle la primera.

3 En el determinante que resula se sustituye la segunda fila por la que se obtiene al sumarle
I tescera.

1
o
1
'

0
i
1
0

n

1
0
1
'

0
1
1
0

o] J10 00
ofnfo2 00
of <110
b I R

=126

va que el ldimo determinante es de una matriz riangular.

@ i i
al dado), efectuando las siguientes transformaciones sucesivas:

(cquivalente

1) Se susttuye Ia primera fila por la que resulta al resarle la segunda.

2

3

) Encl
el doble de Ia primera.

5 G
determinante de acuerdo con Ia propiedad 7).



Lotz |12 0 0 |12 0 0 |12 00
LY T I ) R Y S 1 )
22 0|22 0722 00|22 0
Gzl laz2al a2 20l a2
1000 1000
9] 00 S0 0
1272 0 220 0
G402 401

¥a que el dltimo determinante es de una matriz triangular,

¢
4. Halar

arb ¢
a bre
b

ate

tia
de las filas segunda y tercera

atb e o 0 2 - (Y
1Al a bre a [=|abre a abic
boob oasel lb b asc bob oa

(A determinante obtenido se ha aplicado la propiedad 4.

Desarrollando por los elementos de Ia primera fila, se obtiene:

)

JA] = 20% + 2abe — 2a8% — 20% + 2ab? + 2abe = dabe.

T [ RS b (2@ + <) - ab] ~ 2afab - b + O);

21 s o
5 G |19 23
Tes

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

de los de Ia primera). Por tanto, por 1a propiedad 9, l valor de determinanie s cero,

Loaob e
Lavb b
Hallfelvalorde | 230 00 €
I oa b cta
i las que resl-
ival
al dado.
a6 e 1abec
Path b o 0b 00
1oa obie ¢ 0 0 ¢ g Tlrhueamabe
1oa b oc+al loooa



Lox TR

Pty ox X
7. Hallarelvalorde [1 % %ty X
[ PR
Se procede como en el efercicio anterior.
[ 1 x
Loxty 0y
[ = o
[ x+w| |00

) lta al sumarla con Ia pri ilic
¥ con Ia segunda multiplicada por 10, de acuerdo con la propicdad fundamental, se tiene:

T4 4| |14 1-10044-1044] |14 144
24 0[=|24210+4-10+0[=]2 4 240
036l losoaw+s-o+sl [o3 36

Como en la tercera columna del ultimo determinante (equivalente al dado) 144 = 1212,
240 = 1220,y 36 = 12 -3, por la propiedad 4, se obtient

‘Nota: Obsérvese que

0

el determinanie dado s miliplo de 12.

b) Sustituyendo la cuarta fila por I Jtiplicada por 1000,
4 iock

El determinante dado es igual al producto de $ por un nimero k; es decir, es maliplo de 5.



e pro-
piedad 4 en a dltima fila:
1205 120 s 1205
2300/ 2 3 0o of_gl2300f_
raz2[<f 1 & 3 2 1432
sosol lsaso0 s s 1010
Lo
abocod
. Caleular e deteminante de Vandermonde | & & & [,
Boe @
i i se efectian en € 1as trans-

Tormaciones sguientes:

1) Se sustitue Ia segunda fila por Ia diferencia cntr Ia segunda y Ia primera multiplicada por 2.

2) Se cambia I tercera fila por la diferencia entre I tercera y la segunda multiplicada por a.

3) Se sustituye I cuarta fla por Ia diferencia entre 1a cuarta y I tercera multiplicada por a.

Se obiiene el deerminane equivalente:

[ 1
0 b-a -a

Md=1o v -an @ - ad
0 Vo O-ad & —ad

[N 1 1
0 -3 -3 @-1
0 bp-a) cC-a d@
0 Bb-8 de-a) ¢C

Desarrollando por los clementos de Ia primera columna y aplicando Ja propiedad d, se tiene:

©-a

-9 @-a [
bb-» cc-3 dd-3|=®b-dE-9@-9:|b ¢ d
Vo8 ce-a) ¢W-a @ a
imil 3 A valor
10 vari al efectuar en € I
y tuye I segunda fila por I dif a segunda y iplicada por b.
E) bia il por a tercera y porb.
Resulta ¢f determinante equivalente:
£5 0 1 [
Ml={0 c=b d- 0 €-v @-b
0 ke d- 0 cle-b) d@-b)

Desarrollando por Ios eementos deIa primera columna y aplicando la propiedad 4, se obtiene:

= e,

Wil -t M-

Sustituyendo, se deduce que [V,

c-wa-v|!}

C-bd-n-o.

G-dE-D@-DE-bE=-bE-0.

Nota: Se puede hallar el valor e |V, por induccion, calculando previamente los valores de [Vs| y
[Val ¥ extendiendo los resultados para el cdlculo de |V

a7



El valor de [V es:

.
Wil =| g g =@-
o
Para calclar (V3| = | 3, 3 | ¢ apia la propicdad fundamental, efecuando en el decer-
R

minante las siguientes transformaciones que no varian su valor:
1) Se sustituye la segunda fla por la diferencia entre la segunda y Ia primera multiplicada por a,
2) e cambia Ia tercera ila por Ia diferencia entre Ia tercera y la segunda multplicada por a,.

Se obtiene el determinante equivalente:

Wl =

non
B 5

1
(@ @ - )
3 e e

Desarrollando por los elementos de la primera columna y aplicando la propiedad 4,sc tienc:

@ -
o 2%

@ -

Wil = At

=

(o= 3) @ - @)

L A
) @ - 2) @ - 2.

144l

s igual al producto de la diferencias , —
del deserminante.

. determinantes |V y |V, , resulta
8% >iy2%j=n(l % n- ), sndonelorden

Por inds
riores, s¢ obtiene:

Lo
[ b e =
) d
bee 11
1 ma i
pobucqu| 1 t7e 1
R

) (@ = 8) (a0 = ) (@ = 8 (8 — %) (& = &)

siguintes transformaciones sucesivas:
n L

efectuando las

es primeras filas por

al restarles la fila inmedi

2
v el b de la tercera fila.

1+a 1
1 a1
1 1+b
1 1 1
oo
2|02 -
210 5 7Y
[T




Sarrus al determinante de orden 3 que se obiiene, resula:
1
a 1

' 1
1
Toies 1
1

1-b
=ab-[-al - b) + 3]

1
'
1

-1 @1 @

. Comprobar que | 2a — 4
B

o4 w8 2@ - D@ - D@ -3
-9 @-9 @-2

2 dpgone a5 s o Wik o et i e determinante (para
— 27 s aplica a regla de Ruffini):

F-l=G-D@+l @-l-@-D@Eratl;

@ -2+ 71-(.4“.1«:“"
@ldarm w- 3+ 3+ 9),

_
-2 a4
RISk slss

El determinante se escibe, pus:

2o G-1) G-DE+D G-D@+a+1)
@-8|-(26-2 @-2@+2) @-D@E+a+d|
2-7 Na+d @-H@+a+9)

Aplicando Ia propiedad 4 se saca factor comiin (@ 1) en la primera fila, (s ~ 2) en Ia segunda y
(@~ 3) en la tercera;se iene:

@+ @ras
2 @+ @42+

Al=@-Da-26-3
@y @inenl

Por efectuar .
formaciones sucesivas:
n
)
il inmediaca anterior.
Ny 1a @ )
wla-na-n6a-3-{2a F#ras2|?
3aaitnte

!
’-’A-—m-fszz)-|| 0 a2
10 ats

Dedarrollando por los clementds de la segunda columna, se deduce:
tril-ue-ne-2a-9.

Al=a-ne-2a-nc0- |} 112
a0 0
[
1 provwrque | 0 1 1 0 <1 |-sc—ba
:o 0 0
o b < 0 0



cesvas, que 10 varian su valor:

1) Se sustitye la primera fila por 1a que resuta al sumarle la tercera.

2
# 0); para que el
3
N
I R N
I ] I B
I
FR I S
PRFEPRVE w4 aao
A A
EN I O i
a0 04 of ¢|ava 4 4 0 0
CREE ER e
o
.
4.
H

Desarrollando por los lementos de la cuarta columna, se obtiene:

oo
a+d 4 -d|=-lld+bd-
[

@+ ] = ac ~ bd.

8 que el valor

tynon



1oxo 3
2.0 1§
14, Resolver lnesuacion |3 73 & 0
0 1 x -4
I Jumna, e tiene:

21 s 3

1| 46 0f-2 5

- -

‘Aplicando a regla de Sarrus a los trs determinantes de orden 3, se deduce:
@8+ 04200-304+0+16 -2+ 0+ - 18-0+0) +
IO =3 -0 =0,

48420 =30 + 16 + 48 — 245 + 36— 12x ~ 16

-~ 158

15+ 1éx + 61 =

156~ 14x - 61

W VTR Mte
% %

5.
tes de los cjercicios 3, 5y 13 (n = ),

Ejercico 3

)

proceso, ya

|

0
0

0112200
0li1-0-0




El determinante equivalente en forma triangular es: [B| =

ey

Los pivotes son: 1, 2y 6.

Comon =3,n-2=3-

ety i = &

) A partr de este ercicio se aplca ef método de Gauss utlizando el cuadro acostumbrado.

o El determinante quivalente en form triangular
HE 1o 1o
Lo & Joi ot
1o =0 0 -t 41
o 0 1 00 02
H x =1 L s pivotes son: -1y -1
S Los pivotes son: 1, 1, -1y -1.
i = Comon = 4n-2=4-2=2yn-3=4-3=1
I Bl Por tanto, e valor del determinante st
o o o [2] 1l =5
G 4 2 2 Edecminme cquivakni en forma ranguar
$ 1 2 = ¥ 240
1 o2 0
N T N pl=——t—{s 3 22
T |0 04 3
o o 2 = 000 2
0 0 w4 3 e s
N Los pivotes soni 1,1, 4y 2.
T Comon = 4n-2-4-2-2yn-3=4-3=1
5 5 Por tanto, el valor de determinante s:
o 0 1D 2

P S N—

-t prbhyocie

+ 215
HER

8 IAl=1o 0 o of

: H

‘

i s por
1a propiedad 3 el valor del determinate es cero.



Ejerciio 13

o 1
[ 2 EI determinante quivalent en forma trangula es:
12 3 ik =
12 h TR
[ s i o111
R N IR R ]
°@m L T 01
o T 2 00001
0 1 3
0 1 7y Los pivotes son: 1, 1,1, 1y 1.
o o i Comon=5,0-2=5-2=%n-3=5-3=2y
o & s nod=s- 4=l
0 o 3 Por anto, el valordel determinane s
5L o Al = s = b
0 o 2 [T
0 o
0 1ei o142
16, Calular [1-1 0 23
125243 0

Aplicando Ia regla de Sarrus, reslta:
0 1+i 143
i 0 2-3
—2 243 0

+O4DE=0NA-2+ 0
2-SiF 6 +24 5

—D@+3)0+2) -0
6 =4-2=412=6



TEMA 13.1. — Dependencia lineal.
Rango de una matriz

jercicios resueltos
e
. Determinar losvlors ropiosde &y = ( 23
32

La ceuacidn caracterisica est [A, = A+ 1

Desarrollando por los elementos de la 3¢ columna:

P I T

Son valores propios: &, = 2y A,

Nota: Dichos valores convieren la maltiz A, — X | en otra maltiz del mismo orden con determi-
nanteigual & cero (matrz singular)
11
2. Culeular los valores de  para los que es 2 la caracteristica de la matriz A = 2 2 2 | .
330
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

Si el rango (0 a caracteristia) s 2, ¢l determinante de orden 3 s cero:

S0-H+6+6-6-6-2=

r
2122
130

En el desarrollo del determinante resula cero, por consiguiente:

dientemente de 1a 3¢ fila, su valor e cero.
El rango es 2 para todo valor de 1, excepto para ¢ = 3
2 F i U el R R R NG 02,9
©0,1,0,0y8 = @.3,1,

E problema se reduce a determinar ¢l rango de dichos vectore, es decir, l rango de la mat

Como




Solucién de los ejercicios propuestos

Nota: Para el estudio de la propiedades aplicadas en los jerciios siguientes, véase ¢l correspondiente.
libro de teor

a definicion

una de las matrices cuadradas del jercicio.

etk e A Ao e
nante s cero

Existen, pues, unos nimeros k;, k; ¥ k, (80 todos ellos cero), tales que:
K23 + k@56 + k(579 = 000,
K+ 4 + Sk = 0
2+ Sk + Thy
3+ 6k + 9k = 0
Ky = 1y ky = 1, que son s escalares pedidos.

) Fan e st 4 g et o o s v oot ik
del determinante e c

Existen, pues, unos mimeros k. ks, K, ¥ ky (10 todos nulos) taes que:
K122 + K(1,122) + KEOLD + KGL3Y = 0000,

Kbkt 23K = 0
Una de las souciones del sistema indeterminado | % * K2 * 0% + k¢ = 0

EOE M

k= Lk 0, que son los escalares que se piden.

vk

segunda v tercera). De acuerdo con la propiedad 10, el valor del determinante es cero.
Exisen, pues, unos mimeros ki, k;  k, (00 todos cero), tales que:
K246 + 0,39 + kLD = 000,
Hlot
Una solucién del sistema indeterminado Au. + ;k: b

que son los escalases pedidos.
@) La tercera fila del

10,
Existen, pues, unos nimeros ki, ky ¥ k, (80 todos nulos), tales que:

KO2D + K@LY + k(®52) = 000



Una de las soluciones del sistema indeterminado Zk. Cer B I8 ekeliyaiy
K+ 0k + 2k = 0

1. que son los esalars que se piden

respecto de los demds vectores columna.

‘Como en los cuatro casos el valor del determinante es igual a cero, los vectores fla y los vectores
Por 6l colum-

e e e s o .
wrmes,
0 a4 + A B89 < e e s S W = 069 < | dar 38
inls
S (Bl aaopaa

La solucion satsface también Ia tercera ecuacion, - (<1) + 72 = =5 + 14 = 9.

Por tanto, vector columna (3,69),respecto de los 49y
@5.7), sona = 1y B =

B a2 + 8010 + 1@213 = Q2LY) ~

Comat s i i o i, o |

P y=1-2a
ciones, se obtiene ¢l sistema:
arB+21-2)=2 , (atBr2-
8430273 " [sarpral

I sistema es indeterminado. Considerando como pardmetro a = 1, resulta:

Beda=dyy=l-Za=i-2

Por tanto, 13
(1L101)y @213, sona = 1,8 = 3tyy = 1 - 2 Wi

2+ 48
O @@L+ 86D = 650 = fa+ 38
atB=

a3
atB=

1 gt

La solucitn satsface ambién la primera ecuacion, 2+ (1) + 42 = 2 + 8

vector col 1), respecto de los L

@30, sona = —1 y 8




at
@ all24) + BALS) = (102 = [
S e

at 2B
At p=

|

o
.

e it i s i - ) .2 < <

Por anto, vector columna (1,0,2),respecto de-

@19, son

3. Hallar ¢f rango de las matrices del ejercicio
) Como |A,| = 0, l rango de la matriz s < 3.

-

=3 # 0, el rango de la matriz es 7 = 2.

b) Alser [B,] = 0, ¢l rango de la matriz es £ < 4.

L as col cuarta, todos los

piedad 8).

Dado que =043 44-0-1-6=0,¢l rango de la matrizes 1 <3

P e —

& Como |G, = 0, ¢l rango de la matrz es 1 < 3.

Dadoque |2 4 =6 -4 =22 0, l rango de ta maiz e =

@) Alser [Dy] = 0, ¢l rango de la matrizes 7 < 3.

B T —,
i

(Propuesto en la Univ. de Santiago,)

por la propiedad 3, odos los
determinantes de orden 3 en los que entre esa columna son nulos.

Alser =40+ 54+ 32— 48 — 48 — 30 = 0, ¢l rango de la matrizes £ < 3.

Dado que

4
1

# 0, ¢l rango de la matrz es 1 = 2.



344 0
5. Hallar el rango de lamatsiz ( 1 3 2 -2 |.
25002 %
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)
Se caleula el valor de todos los determinantes de orden 3:

-

40
2.2
2 2
<3

A s s odos s dcrrminaes de e, g de i 57 < 3
Como | 4] =94~ 5 ¢ 0, o dea maizs - 2

. s tos o oo e e A = (2 3).
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

Los valores propios son las raices (en ) de la ccuacion [A; — A - I

menn=(3 1) 1)-(G 1)) -3 20

223 A4 N 60 Mo

" sl

@-Na-N-
3£V9+16 _3%S
2202l 385 e

B

s
. s s e 113
e

Se obtienen de la ecuacion caracteristica |A; — A - ;|

123 100 =X 2 3
21 3)-x[o10 2 3
336 001

S=NE=NF 18+ 18 =901 =N =901 =) — 46 - )
N BN SN+ 64369+ A9+ N2+ =0
SN BN+ 9 AN -8 -9 =0

3 3 6

8. Hallar los valores propios de Ia mat

Los valores propios son las raices (en ) de la ecuacion [A, — A+ ] = 0.

423 100
132)-x(o10
002 001

@-NE-NE-N+0+0-0




Q-NIE-NE-N-2=Q-N2-H-dh+ N-2 = Q-NH-TA+10)=0 ~

s
2
A EO PR I S S LS NN
2 2 . .

- Dadoe lovveors (m, =1, 0,1, @ 8, L )3 1,0, -1, ) de ', detemnisar g maleresdo . par
que dichos vectores sean linealmente independient

(Propuesto en la Univ. Complutense de Mmd.;

Para que los vectores sean linealmente independicntes la igualdad
k@10 + k0m-1L) + k(1.0-1.2) = 0.0.0,0)

5610 debe cumplirse para k, = k; = k, = 0.

La igualdad anterior, funcidn de los valores de m, equivale al siguiente sistema de ccuaciones en k;,
vk

k=0 (-k+mk
Sl 0 - ke k
0 mk,+ k
W¥ Bamie R
S¢ reduce el sistema tas siguienes
1) Se sustituye I tercera ecuacidn por Ia que resula al sumarle Ia primera muliplicada por m.
2 Endl i por a primera,
) En i por
mulnphudl por mi.

D)
muliplicada por m + 1.
Se consiguen los gt

tes sistemas equivalentes al primero:

e omk =0 w4 ok 3
n - k= k=02 e ky = ky =0 3)
- ik, + 0= miky b k=0
s @+ D+ 220
K omk -k + mky o
) - K - =0 4 Mg k=0
=~ Ml =0 = a - mik =0,
[CRRI % 1 -k, = 0.
=
@ Sim = 1, cualquier valo i sonesy, por tanto, del isema, Es decr,
o e o sompatiie ¢ nddemnado,
b sim 1 i Ia solucion ky = 0. E1
&+ iy o,
B
iy

que obviamente tiene como solucion dnica k, = k;




. Dados los vectores A

. Dados los vectores v

En definiiva, aplicando Ia d a pendicntes, se tiene que:
 Sim # 1, los vectores dados son linealmente independientes.
* Sim = 1, los vectores considerados son linealmente dependientes.

@.8.4),B = (~1,2,0/yC = (0,1,2), hallr a para que A se pucda expre-
cion lincal de By C:

A=a:B+B-CluBER)
(Propuesto en la Univ. de Aliante.)

sar como comt

A=aB+BeC = @84 =al-120 + 8012 ~

2a+B=8

% - B=2a=

La solucién debe satsfacer a primera ccuacién; por tanto, & = — = -3,

. SiAB, AB, AC

1 7 i p
el sistema anterior?

(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

Como los puntos son coplanarios  no lineados,
se presenta una situacion coma a representada
en Ia figura adjunta.

Los vctores AB y AC o ente indepen-

dientes, ya que los puntos A, By C no stdn ali-

neadosy, por anto, lasdireésiones de ABy A

son diferentes y no exste ningin scalar k ta] que
Ac.

Elvector AByAC. Enefe
a recta AB, AC, vy, <,
ladi B, 4

AD = AB’ & AC".
Pero como AB! AC,

- AByAC' = § - AC; por tanto, se deduce q
AD = a-AB + §-AC.

Es decir, el valor del determinante asociado a Ia matriz del sistema de los vectores AB, AC y AD es
cero, i )

ay B tales que A

1,29y w = (1,1, 1)

@) iSon v y w linealmente independientes?

b) Escribir un vector u, ta que los vectores u, v y w sean linealmente independientes.
) Escribir un vector m, tal que los vectores m, v y wsean lincalmente dependienes.
(Propuesto en la UNED.)



@) Para que los vectores v y w sean linealmente independientes Ia igualdad.

vk w = K23+ koL = 000)

o= 0.

solamente ha de cumplirse para k, =
La igualdad anterior equivale al siguiente sistema de ecuaciones en k, y ky:

ra y segunda se obtiene Ia ecuacion 3k, = 0. De ella se deduce que
imera ecuacion, se obtiene que k; = 0.

Sumando ls ecuaciones primes
K, = 0, sustituyendo el valor de k, en la primera

k=0, ¥

Como
b) Sea el vector u (u,u5,0). Para que los vectores u,
P que 1 de. (o v w) 5 0. Es doc

uowmou
123
oo

23 13 12
*o -w-[,. RS TR e R

Por anio, u,2 + 3) = uy(l = 3) + (-1 =2 # 0 = Su, + 20, - 3uy # 0.

Por jemplo, el vector pedido puede ser u(l,1,1), yaque S 1+ 21 =31 =4 #0.

) Seael vector m(m,,m,,m,). Para. vy wsean l
cumplir que el det. (v w) = 0. Bs decir

m m m,
R RO R O HH PR T

Por ejemplo, el vector buscado puede ser m(1,~1,1), ya que § - 1 + 2(-1) = 3+

15, a1 Simeuion 48 bespio vetoal exgendrad o o conto devetoss O 1,
207 (10,9, pare o oo vlores 46 2.5

o,

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

La dimensidn del subespacio vectorial engendrado por los vectores dados es e rango de la matriz

3121
A={114a].
5b0c

2 0 (existe un menor de orden 2 distinto de cero), ¢l rango de la

como|3 1] -3
e I

312
1
H

4
0

1
1
b



Desarrollando los determinantes, se obtiene:

G+ BeB-l0- b0 _10b + 10 = 0

De la primera ecuacién sc deduce b
obiene el sistema equivalente:

=i
Sa-datl+2-5=0
atc-2=0

a-2+c=0 ate-2

ysia+e

en cualquier otro caso la dimensién s 3

s
que 3, de una variable . Comprobar si ¢l vector v = 4 — Tx — x* es combinacion ineal de los
ores

+le
T
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

v Wby, 8y y (nimeros
racionales) tales que v = @ +a + +b + 7+

Bodein 4 == % = 0@ -5 0 9+ 8( 5 - ) o o(4x e 50).

Identifcando los coeficentes de los términos del misma grado, se obtiene el sistema:

T
wilioay gmey
Y WA N

0

Resolviendo el sstema por reduceion (multiplicando la primera ccuacion por 4, restando Ia segunda
de la tercera y sumando ambas), se tene:

D S T S R
G-ggmlo) T Do = @=gr =
Sustuyendo l valo e cn N—

pectivamente, los valores de Y :

8

PP B TY B



€Qy~12 € Q. e vector v s combinacion el de o vestores 8, by .

Asipues,v=a atfobtyc -

T

El i
Byt

'
T

15, para L4,
vectores (1,2, -1, 2)y 0, 1,2, ).
(Propuesto en la Univ. de Zaragoza.)

125193 0121 tine
e o e T i o e 7 8 5

(4ab) = all2-12) + BOL2D,
La igualdad anteror equivale alsiguiente sistema de ccuaciones en a y §:

Las dos primeras ecuaciones determinan los valores de @ = 1y §

bi

resdeayb
Sw+W=-144=% b=dutfi=

16, Hallar e ango de lossguintes sistens de vectores:
@ 0,2,9,0310,0.4 9246
B 02.@Yy0.
!Pmpmm en'la Univ. Autdnoma de Madrid)
= (3180, 3] de un espaco vctoril V sobre un cuerpo
(R, ot e, o etrde o

V= by

S € R, R, o 0y S B v enpdt b s .Y it s
specto de A.

PTeevae ¥ | TR ——
i
o e o n 10 e ) s de .

Eh efecto, 15464+24-21-4-20=-6%0

124
231
345

y
.

e c s ) e
I




Matriz inversa

TEMA I-3.2.

Ejercicios resueltos
1. Probar la unicidad de lo matriz inversa de una mariz regular A,
Sean, de partida, dos matrices inversas de A,: A7 ¥ B,.
Por la defiicién (4),

lser Azt inversa de Ay
AcAl =Ly Al

Ipualmente, sl ser B, inversa de Ay A, - B, = I, y B,
Multiplicando a la derecha por A7's (B, - A,) - A7
Por 1a propicdad asociativa de la multiplcacion de matrces: B, - (A, - AZ) = I, +

Por Ia definicion de mateiz inversa: B - 1, =

(Propuesto en la Univ. de Santander.)

Que o tenga matriz inversa supone que la matriz sea singulr, es decir que: [A] = 0.
10 -1
00X 3= NiM-3=0-N-B+3I=0;
4

SN =N

Solucién de los ejercicios propuestos

P2
Caleular le matriz inversa de 2 0 <1 |.
6 -1 0

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

se inante |A | de la matriz aplicando I
112

Al=|2 0-1|=0+6-4+0-1-0=1%0
% -1 0

Como [A] # 0, existe Ia matriz inversa A™.
Para calcularla se hallan primeramente los adjuntos de cada uno de los elementos de la matriz A:

2 0
% -1




(Propuesto en la Univ. AutGnoma de Madrid.)

Por tanto, las matrices A y B son inversas la una de Ia oira.

@) Alser una matrz diagonal su determinante es [A|
Como [A] 0, existe la matrz inversa A”.

:
.

Determinar la mariz inversa de cada una de las siguientes matrices:

0
!
2
0

1
a=]g ol =+

(

Jyme (271 ) son s o e o

Setin que cumple I dfiondc i vz, A B = B A = 1
o
il
2o2) (1o
23-60
~

B=-Al

juntos son iguales a cero, ya que todos los clementos de una fil (v de una
columna) son cero (propiedad 3 de los determinantes).

0
0




b) Al ser una matriz wiangular (nferior) su determinante s |B| = 2234 = 48 # 0.
Como [B| # 0, existe Ia matrz inversa B~

Los adjuntos de cada uno de los elementos de la matriz B son:

200 100
By=[23 0[=20 Bp=-[130|=-1
234 134

120
Bu=-{123
152 3

000
-|230 -
234
200
By=—[120]|=-16 By=
124
00
By=20 B,
23
200 200
By=[120[=16 Bu=-[120f=-1x
124 1083

4. Probar que la matriz inversa de I es I

Ha de cumplirse Ia definicién de matriz inversa, 1; - 1,

100\ (100
Len={o1o)-lo1o0
001/ \oot

56



14040 04040 04040 100
Lot=(0+0+00+14+0 04040 ={01 0]~
0+0+0 04040 0+0+1 001

La matrz inversa de una matriz unidad es a misma matriz unidad.

5. Hallar para qué valor (0 valores) de x adriten matrz inversa las siguientes matrices:

[ 3o
af x 01 Blos -1
% -1 0 00 1

A aque

sea distnto de cero.

La condi
el determinante [A | de la ma

o valores de x, excepto para los valores hallados
[N
x 0 -1
6 -1 0

Hes = x= V5

£l S04 6-x40-

Por tanto, existe la matriz inversa para todos los valores de x # + V5.

9%0.

]

3xx
03 =33
00 1

Por consiguiente, existe la matriz inversa para todos los valores de x.

6. Comprobar para una matrz de orden 3 que, i s simétrica, su inversa, i exise, también Io es.

Seala matciz cuadrada A, (de orden 3); como es simétrica, e igual a su raspuesta: Ay = A

Si el determinante |A,| # 0, existe n matriz inversa Ay' y se cumple: A,

« Trasponiendo losdos miembros d la
« Por as propiedades de a trasosiion de matrics: (A7)’

raspuestas de los factores; e decir, (A, - A5')" = (A7) - A La traspuesta dc una
s e o s s st por (AN
+ Por la hipdtesis del eercicio (A @A
* Muilando ora derch ot A7+ LAY - A A1 =
* Por a propiedad asociativa de a multpli i
+ Por a definicin de mairizinversa: (A7)« Iy
+ Por a definicin de mairiz unidad: (A;')" =
Como A5 = (A7)’ 1 asu raspuesta ¥, por s
inversa G exst) de una matrz simética s tambin simética.

Ejemplo:

123
Sea la matsz simétrica A, = (2 45 | 5 su matez inversa A,
érica, 356




3
clementos k;

ALser A, una matriz diagonal son cro (odos los clementos que no estdn en 1 diagonal principal
(=0, %))

El valor de su determinante es, por anto, |A,| K K Ky %0,

Como [A,] # 0, exise la matriz inversa A;'.

)

Los adjuntos A, de los elementos de la diagonal principal, todos ello con signo ms, puesto que
[E RN -1 g i

mrla
pal de tales determinantes falta, precisamente, dicho elemento. s decir:

At kok bk
o
terminanies).
Por tanto, a matrz i iz diagonal cuyos el son:

Se podria probar mis ficilmente Ia proposicion comprobando que A, - A7 = A+ A, = L
En efecto:

K0

RS

Y
10 .0
oo
00

)

o0 6

00
1o .o
oo
00

‘Enunciar y demostrar Ia condicién necesaria y suficiente para que una matriz 3 x 3 tenga inversa.
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid,)



Enunciado

La condicion necesaria y suficiente para que una matriz cuadrada (en este caso de orden 3) tenga
inversa es que su determinante sea distinto de cero.

Demostracion
« Condicion necesaria (si una matrz tene inversa, su determinante es disinto de cero):

I

Sea la matriz A, cuya inversa es Ay, de modo que A, - Aj' = Aj' - Ay

nantes de los factores, se tene:
1A AT = A (AT = [ = 120 1A A = [A7] - (A = [L] =1 %0,

e procut o os imess e stino d s, ambos son s d . Por ant,
1A% 0y 1A

Como [A] # 0, queda demostra

1a condicin necesaria.

. el una matri; P

‘Sea la matriz A, tal que |A,] # 0; en tal caso se puede calcular una matr

Ay A Ay
&l TAl TAT
Ay An An
Al Al Al
Ay An Ay
& T AT

wlque Ay AT = AT A, = Iy

Como exist I matiz invrsa A, queda demostrada la condicién suficiente.

9
lentes las siguientes afirmaciones:
@ las matrices A y B tienen inversa;
b) AB tiene inversa.
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

Enunciado
tinto de cero.
i ha de ser cuadrada,
asociado determinante.
) i 1]y [B]
Como AB] = 1A - 18] = 0.0 i L
AB fene in

Es decir, s afirmacién o) implica la ).

2 Quel B inante | AB| tanto,
que la matriz AB es cuadrada.




‘Ahora bien, la matrz cuadrada AB s l producto de las matrices A y B, que pueden ser, 0 10,
marices cusdrada

* Sl i oy ot ot |AB] - 1AL (B & Smdec, 1A 4 18] 9.0

e las maiiccs A~y B-, nversas de las matrices A B,
En este caso la afirmacion b) implica 1a a).

matrices cuadradas tienen inversa).
En este caso la afirmacion b) no implica 1a .

sewor (3 ) m= (3 4)

10, Resoler s cvcinde matics A - X =
(Prouesto . de St
Como 11 = [ 3] = 4= 3 < 1 0, et mavi v A el iz A

o (AX) = A B

* Por a propiedad asociativa de la multplicacion de matrices: (A”! - A) - X

« Premultiplicando por A~ los dos miembros de la ecuacié

« Por la definicion de matriz inversa: 1+ X = A B.
« Por a propiedad de matrz unidad: X = A” - B,

Para calcular I matiz i 1 se halan I uno P

Au An=li Ays=k Ap=2

La matriz inversa es A”1 1( 1) (.
roamox= (2 ) (1 )= (578 —filé) o

. Reer s i 2 8) - (3) = (2.

(Propuesto en la Univ. Autonoma de Madrid.)

E—— )
De gt de mavces s obiene o s [ & 122 = &

et A
L =box = bay = —bp ™ x(d = be) = de—br “ad-be
[(imrs - e

d — be # 0, Io que indica

b et i ¢ s[5

RS ——— L}



12 Resolver la ecuacién matricial X - A = B + C, siendo A

1) (o e (T )

(Propuso en o Ui, de St
Como AT = [} 4] =21 = 1 9 0, it mars v A de o v A
+ Posmutipicundopor A o dos miembros e svain: X - A +A” = @ 4 €+ A,
» Por la propiedad asociativa de la multiplicacién de matrices: X - (A - A™) = (B + ©) - A\
B0
 Por 1 popiodadde iz widad: X = (8 + O+ A™,
[ —
A

* Por la definicién, de matiz inversa: X - |

Lamasizimversa s A = (3 1) = (27)

rorsmanx = (g §) (T )l-( 1) -3 0)(4 7

x=(320 31)-60)

00y (x| (4
—— R )
R
[ ————
.
R —— - I
2l
e et ot do el s =
e d
oot a3 = L,y = 2y2 = 2
o isvonsoyesn,
o0a
88| = e o de oo o e, 1 i n el sl s s v
HH
00
-
i
. S i
4. Resher 1 st marici M+ N = 7 sndo M= ()9 )w= (1 2) 5

P (30

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

= Sumando ~N a los dos miembros de la ecuacion: (M - X + N) + (-N) = P + (=N)
* Por I propiedad asociativa de la adicién de matrices: M+ X + (N = N)
 Por la propiedad de matriz opuesta: M+ X + 0 = P — N

* Por a propiedad de matrz cero: M+ X = P — N.

61



s.

Como [MI = | _‘}

= 1% 0, existe I mariz inversa M- de la matriz M.
. fembros de a M50 = M- @ =N,
+ Por la propiedad nocm!vlqz 1 multplicacion de matrces: (M°' M) - X = M1« (P = N).

+ Por a definicion de maiz inversa: 1+ X = M7+ (P = N).

o 1) [(‘ D-G -3 -4 )

art 0is)=03 )

Resler 1 cvdon vt X 8 = C,sndo & = (4 0).n = (1 )y = (4 4).

0, ciste I matrz inversa A™ de Ja matriz A = Ty es A

comn r1= [ ]

 Premabipicando por A 1o do memros d 14 a1 X <) = 1-C
 Por I propldad st d a kil de matcs 11 (- B) = 1-C.

* Por I propidad de mati wnidad 1-0C-B) = €+ X-B = C.

(]
* Posmultiplicando por B~ los dos miembros de la wltima ecuacion: (X - B) - B!
» Por la propiedad asociativa de la multiplicacién de matrices: X - (B - B™') = C - B,
 Por 1 defncinde i v X -1 = C- B,

 or 1 propedadde mtiz s X = C 5.

Como B

1= 1% 0, exite la maciz inversa B~ de la matriz B.

Se caleula 1a matriz inversa B! de la matriz B. Los adjuntos de los elementos son:
Bu=2 B By =l

hmlmxmv:mgﬂ‘—_(z -|) 2 71)

roreomigiene. x = (5, ) (3 7)= (626 234) -6 )

11 18
. Dadas las matrices A = yB= {2 1) obtencr (AB)" ¥ (BAY.
2015y 54

(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

- 13)-(31)- Grane et -G



s s - "
Camo 48] = | § 3] = 5020 = 30 % 0, exsc 1 vz inversa (8 B
Los adjunos de fos ementos de I matiz A - Bson:

@, -

=10 a-By,

(B =5,



TEMA I-4.1. —— Sistemas de
ecuaciones lineales.
Sistemas de Cramer

Ejercicios resueltos

i ¢ a

R
] IO | 31,
H

Por tanto, para todo valor de m, excepto para m = 0y m = 1, el sisiema s de Cramer.

me0-me

2. Resotver el sistema

mey
S

Solucion de los ejercicios propuestos

nema | X471
1. Razonac i s compaibit sisema | ¥ Y7 )

Bl sistema esincompatible, ya que 1 suma de dos nimeros, » -+ y, 1o puede ser 4 1 vez 1 Y2 por
1a propiedad uniforme de 1a adici).

x-y=2

n-zy=4

L segunda ecuacion, 2 ~ 2 = 4, e cquivalnte a 200~ 3) = § = x

2. Razonar sies compatible 0 oy i &5 determinado o no l sisema.

: por anto, dicha

s, Es, pues, un sstema compatible ¢ indeterminado.
Haciendo y = 1, s tene x = 2 4+ y = 2 + 1. s deci,son solucones x = 2+ 1,y = [, i



3. Hallar ls matriz adjunta de cada ura de las matrices siguientes:

124
@013 b
245

) Se hallan los adjuntos de cada uno de los elementos de 1a matriz A

RIS

O HTRPTE

24 14 1
O e R e R e P B

6 2
Lamarriz adjunta es A® = | 6 =3 3|
01

) Los adjuntos de los elementos de la matriz B son

02 -1
By=|-1 1 -1|=0c
22 0




0 114 7

—— ST

e muradan i = | 3 S 12 8
S0

Reslvr por ol método dela malrz aversa Lo sisems il

o[k P

La soucén, por el méodo de i marlz v, de un e expeiado en forme marcal e
X = A"+ B, siendo X la matriz de s
Gty B s B T s kot

0 Como A1 = |1 73] =2 + 1.2 1 0, i ia marc v A° e i A

Para caleularla se hallan los adjuntos de cada uno de los elementos de la matriz A:
A=k

Lamarc s A7 = L (2

rorame,x = (7) = (7 3) - (9) - (231) - (1)

Las soluciones del sistema son x = 1,y = 1.

o oo < |

1
1
0
inversa B,

Los adjuntos de los elementos de la matriz B son:

“llﬂl
H
1iy
“u‘|u 5
,.
L Ha
e
T SE
P—
- 01 L 1 04041 1
.
, : -1
z =11 2 14042 1

Las soluciones del sistema son x = 1,y = 1,2 = 1.



5. Resolver por la regla de Cramer los sistemas siguientes:

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

x-2y-

xty+R=10
b 2=5
niz=5

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

1 3
@ Como |Al \z I4|-5Dtﬂ,a]mumlndzcrmm.
34
113
A =2 24| =60 A@
3341
2=
2 6 3
Las soluciones del sistema son x = £,y =~ ¢, = =
[
b) Como |B| = |1 ~2 2| = 5% 0, el sistema es de Cramer.
2 0

Las soluciones del sistema son x = ~1,y = ~10,z =

D -
o i P
B 3 R e
LR A

das ha de ser distinto de cero.

o 1A= | 0 v ataz2uz0 - an0

El sistema es de Cramer para todo valor de a % 0.

PR #0-0-at@+N@+D-1+2G+ D020+

a1
atl 1 -
1 o

4



B e T S T T

a@+ 2+ D =a@+ @+ )0

El sistema es de Cramer para todo valor de 8, cxcepio paraa = 0ya =

#0 =

4-a s
o lc| [ )
- 0

S @@ -+ 1804 0-2BE +A) -0+ SE-a)#0

~ 80+ Sal+ 16— a + 180 — 112 2a + 25— Sa = —a’ 4 Sa = 178+ 13 % 0.

conoce o alores ue acencto o polnoicse descompons &t n actares, apiando
la regla de Ruffini. Se prucban los divisores de 13 (1

Es decir, —a® + Sa* = 172 + 13 = @ = 1) (~a* + da — 13).

Los valores que hacen cero el polinomio son:

a-i=0 apei
can I 4% V3%
= 2
El sistema es de Cramer para todo valor real de @ # 1.
w 2 x
. Resolver el sitema =2 — = 6, —¥2— -6, =
7 Resolyerielsbueny Sx + 4y 3y +22 63x+zz
Haciendo operaciones en las ecuaciones del istem, s¢ obtiene:
SR oy L e S b
Sy Xy g w T T y 6
e g mem 42 % 123 1
EXEs v 6 w'ws e
w2 L 2 W 1 2.3 1
wrn @ "f mtmeT% e

o ave ., 2 sn s de e bnde L« 3, L <, - ¢ e v

e s

'
wrs =g
'

Brdes g

'

O T

Como |A] 54 % 0, el sistema es de Cramer.

as0
023
203




1 asgrid
. ; ;
~o- |t T I
: .
1, ol

Para
irde B arda 21 30 iny part Volverde B 4. 2138 min. Lokl s longhvd del camin T
sientre Ay B hay

(alir de A a B, ya que al volver de B a A la suma de los rayectos cuesta arriba es 7 y cuesta abajo
%), expresados todos ellos en kilémetros.

Airsenaamnt i 2nsomn = (2422 Ju o (14 £ )ua 22
o (pa ), mwen
B A 22— (3 20 LB _ I

esps

IR P F———

Velosi
de ida y vuelta originan el siguiente sistema de ecuaciones en x, ¥, 7

Xty otz = X+ v+ oz= 92,
ELE S T

s L ey e2ua s,
Yoo ¥ ot B ‘

R 20 + 27y + 40z = 5688,

11
40 27 24| = 1080 + 576 + 1080 — 648 — 648 — 1600 = 2736 — 2896 = —160.
u 27 %0

Como |A| = 160 # 0, ¢l sistema es de Cramer.

L
Ao =[5k o] <m0+ o 25 - - s
Himl

AQ) = 554112~ 573312 = ~19200,
19200
1

La longitud del camino llano es y 120 k.



TEMA 1-4.2. — Estudio de
un sistema lineal.
Teorema de Rouché

Ejercicios resueltos
{

1. Discut sepin s vlores dea el siema | %573 0Ly
En e caorm = 2 = .
S cosdes o deerminntc e a i d s osficines:

s e et o B

Sies ipual a cero, indica que para sus soluciones el determinante e igual a cero, por o que el ango
esinferior a 2.

e decir, que
el rango es 2.

0~ pana

cuestion que habrd e diferencar.

24 0-paraa ¢ 2ya # I clrango s igual a2; como A cs submatriz de A", 1* =
o < 2 3 S s aue e e o e s comparie  dterninads,

Parma # 2y % -1: e sistema compatible y determinado.

Paraa = 2.¢l sistema es:

50N Lemo] J 4] evomr -
Ae( 3 ieomo| 2 H| =02 =200

s sstema incompatible.

EE

=1 =11 ):come oo o s de o2 < 2.

sistema compatible ¢ indeterminado.

2. Resolver los sistemas compatbles delgerciio anterior.

Paraa # 2y # —1 son sistemas determinados. Por a regla de Cramer:

[
2ach
paren

|Al=si-a-2




Paraa = —1, e sstema cs indeterminado. Como en la determinacin del rango o han interverido

Ly=tw

noy=2
3. Caleutar tos valores dea ue haee que el sistemna | 3%~ %", tengasolucion. Hallr o soucidn
en dichos cass. xSy

(Propuesto en la Unis. Complutense de Madrid.)

4

Para que el sistema tenga solucién la matriz A * tiene que tener rango 2;
por tanto, todos los menores de orden 3 de A deben ser cero; e decir:

~2=26-D@+ D=0

R S L

“T+6=@-DGa

+3

a%2ya %3 comor =23 =, elsisiema es incompatible

a-1=0-a= I
Da+H=0-la-2202a= 2
a 0

2ya = -3, comor 2, ¢l sistema es compatible y

L2y
o

Igualmente:

Paraa = -1: 20—

(son combinacion lineal de las filas 17y




—— 2
o ovenratsaens (73" 33} (3) - 3) ot o s oo
A AN
(PropusioenloUniv. At de Modid)
1=
h o5 man

3
3¢l determinante e cero =+ < 3.

(E31))-()-co

[33]-3w0r

Como A es submatriz de A" y £ = 2 = £* = 2, ¥b.
2 = n: l sistema es compatible y determinado.

Parwa = 0yvbir=rt

Resolucidn:

ST 3 [PPSR
(FE)-()-(3 )

212
010
Y

1
Paraa = Iyb = lir = ' = 2% 3 = n: el sistema es compatible ¢ indeterminado.

2-tmx=lystzeLw

Behlbn 34y 422 ) Hey=2-1]y
zet yrt=0 vt

Paraa = 1yb# lir =243 = 1" el sstema es incompatibie

.
[\, e alfie)pis
A—




R PR

3
Porltimo, paraa # 0,2 # 1y # 3ir

£ ¢l sistema es compatible y determinado.

ot P sl i s e e 0, 13

—a@-1ea-9.

ab-2a-b+2
G-n@a-3)

ab + 2a-3b
a-h@-3)

_cab-2+3b
aa-h@-3)  @-hHea-3

Solucién de los ejercicios propuestos

Disct

¥ resolver los sistemas siguientes en los casos de comparil
ax+y
o3

(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid,)

x-y-z

Aty 4dad
b 0
e

6
(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid.)

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)
H4y-2=0
@ |ax-y-z=a-1
x-2az-a-
(Propuesto en la Univ. de Ledn.)



24 dy-dz=1
o |ax+oy-az=2
x4y taz=10

y+z=0
Hl@+xty-a
X+@+ly=2a
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

Sc+2y-z
o

X-2y +dz
(Propuesto en la Univ. Autonoma de Madrid.)

2

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

xty-2-3
I+ dy-z

Xx+y—az=3
ax+2y+ @+ Dz=alo2

(Propuesto en la Univ. Politécnica de Madrid.)
x-Sy +d4z+u=-3

X4y + 62+ 2u=10

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)



yax
o fx+y=0
ax+by=0

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid.)

) Discusién:

incogitas.
La mattiz A de los coefcientes y la matriz ampliada A" son:

(1 2) A

Se considera el determinante |A| de la matriz de los coeficintes:

A=t bew-1ca-nE@rasn

(Se ha descompuesto en factores el binomio 2’ — 1 utlzando la regla de Ruffini
Los valores de a que hacen cero el determinante [A| son:

a 0

drari=o0
Elini I -1
1) Paraa = 1 el rango de la mairiz A es

Com ta st st 5 A° = (11 1), odos o menres de rden 2 s0n e

el rango de la matriz A* s 1 =
De acuerdo con el teorema de Rouché, al ser
¢ indeterminado.

= n, el sistema es compatible

2) Para todo valor real de @ # 1 ¢l rango de a matriz A s

2.
Como A = A, es submatriz de A* = A, c rango de la matriz A* es 1* = 2.

Segin ¢l teorema de Rouché, al ser 1
terminados.

2 = n, los sistemas son compatibles y de-

75



Resolucidn:

1) Paraa = I se tiene el sistema particular ::;{" - x4yl
Considerando como parémetro y,y = t: x = 1=y =1 -t
Las soluciones son x = 1 1, y = 1, para todo valor real de 1.

) Para todo valor real de a # 1 se tiene I famila de sistemas:

ey @ N
s - @-by-at-9
a0 ey a

PO Tamn@earn  @rasi

& Bl Sedrart

B F ]

Prairarl

Lassouciones son x = 4 . para 0o alor ealdea # 1.
drar

b) Discasion:

s una famila d sstemas, dependientes del pardmetroa, conm = 3 ecuaciones yn = 3incdgnias.

La matriz A de los coeficientes y I matriz ampliada A son:

a1
a={1a
53
Se analiza ¢l determinante |A| de la matriz de los coeficientes:
a 13
JAl=|1 -1 21| =2-5-9+15-B42=3-
s 3

Paraa = i 1A] e dis-
tinto de cero. Por tanto, se pueden considerar dos casos:

1 Paraa

¢l rango de la matriz A es menor que 3, < 3.

En este caso Ja matrz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A" son:

13 31033
)i oare(1a ol
53 2 5326

~4 # 0,¢l rango de la matiz A es ¢

184.0=9 4 15 + 0= 6 = ~18 % 0, el rango de la matriz A*

ar =3
De acuerdo con e teorema de Rouché, alser 1 = 2 # 3 = r*, el sistema es incompatibl.
2) Para todo valor real de a # 3 el ango de la matriz A es ¢ = 3.
Como A

s s submatriz de A* = Ay, cf rango de la matriz A es r*

3

alserr




Resolucion:

1 Paraa

el sistema 1o tene solucién, por ser incompatible.

2) Para todo valor real de a # 3 se resuelve por la regla de Cramer (obsérvese que |A| # 0

3-a [

© Discusién:

Se trata de una faml par . conm = ” -3
incsgnitas

ientes y Ia matriz ampliada A* son:

i gk #1104

Se estudia ¢l determinante |A| de la mat

2 de los coeficintes:

1
121
13

1Al = atl-3e2-dasl

1-s

Para

4 ¢l determinante [A| e cero; ara todo valor real de @ # -+ ¢f dterminanie [A|

il e i, o it e snirt oo
D

En este caso la matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

=5 # 0, el rango de la matriz A est = 2.

[
212
30

0-6-2-3+2+0

Como 9 £ 0, ¢l rango de la matriz A° es 1

En virtud del teorema de Rouch,

dsert = 2% 3 = r°, el sistema es incompatible.
' )
2) Para todo valor ral de  # ¢l rango de la mariz A cs 1 = 3,
Como A = A, es submatriz de A*

A ¢l rango de la matriz A° es = 3

3

De acuerdo con el teorema de Rouché, al ser © 0, los sistemas son compatibles
¥ determinados.

7



Resoluc

' . i
1) Para s = el sistema no tiene soluién, poraue s ncompatie.

!
2) Paratodo valor rel de.a % s rsueve por I ega de Cramer (1A # 0

- A@

as

4@ Discusion:

= Jecuaciones yn =
La mairiz A de los coeficientes y la matriz ampliada A" son

2 11 211 0
A=la -1 )i Aar=fa - -1 a-
3 0 -n 30 -nm a-1

Se analiza l determinante |A| de la matriz de los coeficientes:

:

1Al =|a 3404200 =2+ da—6=2+2a- )
;

SR —
vaoreo W REEEE a4,

Por consiguiente, |A| = 2% + 24 + 3) = 2@ ~ ) (@ + 3).

el determinante | A es cero; para todo valor real dea # 1ya # ~3 el de-
. Por tanto, se pueden considerar tres
1 ¢l rango de Ia matriz A es menor que 3, t < 3.

En'este caso la matrz A de los coeficientes y la matriz ampliada A*

: 2) *(3 ) 3)v

020

Iy "

1A dela matriz A*,
I.adu sus menores de orden 3 son cero; por tanto, el rango de la matriz A" s menor que 3,
<3




Como A = A, es submatriz de A" = A{, el rango de la matriz A® es* = 2.
De acuerdo con el teorema de Rouché, al serr = r* = 2 < 3 = , el sistema es compatible
e indeterminado.

2 Paa
En este caso la mairiz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

2 141 0
31 -1
30 64

3 ¢l rango de la matriz A es menor que 3, < 3.

N 2 e m et s A - 2
:
:

En virtud del teorema de Rouché, al ser r = 2 % 3
3) Para todo valor real dea # 1y # ~3 el rango de la matriz A es r = 3.

. e sistema s incompati

Como A = A, es submatriz de A, el rango de la matriz A* es

=3 = n, los sistemas son compatibles y deter-

Segin el teorema de Rouché, al ser

Resolucién:
L (mHy-z=0,
X—y-z=0.

1 Paaa

2%
s tiene el sistema particular | x
x

Nota: i
Esto quiere

decir que Ia tercera ecuacién es combinacién lineal de las dos primeras.
Considerando como pardmetro z, 2 = 1:

ety
x-y

2) Paraa = —3 el sistema no tiene solucidn, por ser incompatible.
3) Para todo valor real de a # 1y a # 3 se resuelve por Ia regla de Cramer (|A| # 0):

Vi Am=[a a-1
a-1
2 0
A@=[a -1 a-1|=-@-17
30 a-
o A -1 _a-1
Al T 2G-D@+y a3
AQ) -5 —Sa-1

@-1¢
Al 2@-DE+d 26+



AG)

—a-1p ~a-1
T@-nary 26y

1Al
a-t sa-1n a-1
Lassouconesson = £ it gy P odo valor ral
dealyas -3
) Discusion:
@ = 3ecuaciones yn = 3
incdgnitas.
La mateiz A de los coeficientes y I matriz ampliada A son:
Se estudia el determinante | A de la marriz de los coefcientes:
23 4
A= [4 6 ~af =123 -16+20+2 -1
11
Para caldea # 1A] e dis-
into de ceo, Po comiuin, s pueden consdera dos 105

1) Paraa = 8¢l rango de la matrz A es menor que 3, < 3

En este caso la mairiz A de los coeficentes y a matei amy

=0, el rango de la

2 4
s 2
18

1
2
0

matriz ampliada A" es menor que 3, ¢ < 3

i 6
com|} 1]

<2 # 0, ¢l rango de a matriz A" es

De acuerdo con el teorema de Rouché, alser 1
e indeterminado.

2¢

n, ¢l sistema s compatible

2) Para todo valor real de a # 8 el rango de la matriz A es 1 = 3.
Como A = A, s submatriz de A” = A;

1 rango de a matriz A* es £ = 3,

En virtud del teorema de Rouche, al ser
terminados.

. los sistemas son compatibis y de-

Resolucion:
dy-sr=1
1) Pus = ¢ o s sl | 6 4.6y o 2
Xty +s=10




Nota: Se ha suprimido la i6n, porque no han i
deeraaci de rang fe o i & m ot llndo s g 1 e g
indica que la primera ecuacién es combinacidn lineal de las otras do

Considerando como pardmetro z, 2 = :

drby= 24 B
—6x — 6y = 60 + 48t

~ dx =SB S6 — x =29 22
Y= 10— 8 —x =108 29 + 28 = 200~ 19,

Las soluciones son x = 29 — 281, y = 20 — 19, 2 = 1, para todo valor real de 1.

2) Para todo valor real de a # 8 se resuelve por la regla de Cramer (|A| #

13 2 14
AW[ 26 -af=2D6-a5 A=[4 2 -al=19a-8;
01 a 110 a
23 1
Ao =|46 2f=0.
[

AW _ BE-a _
1Al 3

Las soluciones son x = 29,y = ~19, z = 0, para todo valor real de @ # 8.

5 Discusion:
Es una familia de sistemas, que dependen del pardmetro a, con m = 3 ccuaciones y n = 3
incognitas.

La matrz A de los coeficientes y la matriz ampliada A" son:
a [ a 110
A=la+r 1 ar=last 1 o a
1oas1 0 I oa+1 o0

Se analiza el determinante |A| de la matriz de los coeficientes:

1Al ar@r -l sda@r -0

avi1
1

JAl=-a+a@+t+l-leadsaaa+2rama@+2+)=a@+

Los valores de a que hacen cero el determinante | A| sona = 0ya = —1; para todo valor real de
a#0ya+ - 1A es disti Por i :

1) Paraa = 0l rango de la matriz A es menor que 3, 7 < 3.

En este caso la matriz A de los coeficientes y la mairiz ampliada A* son:

011 0110
a=fr1o) ar={1100
1o 1100

81



1% 0, ¢l rango de la matriz A es 1

AL Y tode I matriz A*,
3 son cero; por tanto, el rango de la matriz A" s menor que 3,

Alser
10dos sus menores de orden
<

Como A = A, es submatriz de A* = Aj, el ango de la matriz A° est* = 2.

2.< 3 ='n, el sistema es compatible ¢ ndeter-

Segin el teorema de Rouché, al ser ¢
minado.

2) Paraa = 1 ¢l rango de la matriz A es menor que 3,7 < 3.

En este caso la matsiz A de los coeficientes ¥ Ia m

g
a={o11)s
100

= =1 =0 = =1 # 0, ¢l rango de la marriz A es 7

N3 !

-
come| § 1 ]300 005000100 e e
1o

De acuerdo con el teorema de Rouché, alser r = 2 # 3 = r*, cl sistema es incompatible.
3) Para todo valor real de a # 0y # —1 el rango de la matriz A cs 7 = 3.

Como A = Ay s submatriz de A* = A, el rango de la matriz A est* = 3.

En virtud del teorema de Rouché, al ser £ = £ = 3 = n, los sistemas son compatibles y de-
terminados.

Resolucion:

ve
P <o s i |

SO T

para todo valor real de .

Las soluciones son x = 1,y
2) Paraa = —1 el sistema no tiene solucién, ya que es incompatible.

3) Para todo valor real de a # 0.y @ # —1 se resuelve por la regla de Cramer (|A| # O

0o
Am=|a 1 0

PUPR
a0

A9 =[a+1 a2 -al=aeesy
1oa o
a 1o

A@=[a+1 1 a|=-a@+arn
1oati:




A®

AT e asd
AW _a@e++l) w4l
1Al a@ 1 @r?

A@) frarn __deasd
Al a@r i e
TS Bratt
Las soluiones son x = - ——, y = B EBEL 2L g 00

a1 @
valor real dea # 0y # —1

@+ 17

) Discusion:

Se trata de una familia de sistemas, dependientes del pardmetro a, con m = 3 ecuaciones ¥ =
incdgai

La matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A son:

219
4 s
2 a2

Se estudia el determinante |A | de la matriz de los coeficientes:

s 2
Al=[2 4 8[=s0+16+4-4+80-16=0
T2

Como |A| = 0, el rango de Ia matriz A es menor que 3, < 3.
Se analizan los menores de orden 3 de la matriz ampliada A"

s 21
25 8| Al
12
s 29
2 4 af =404 2-364 36+ 100-8 = 128~ 48 = 12— 4
122
519
2 8 al-B-a4moT2o2a+d=B-2a=2@ -y
142
2 -
4B a[ =324 2108 4 166 80— 8= 24— 6o = 604~ 2.
2

Paraa ienores de orden 3 son cero; para todo vlor real de a # 4 esos tres
e s e b e ot S

1) Paraa = 4 el rango de la matriz A” es menor que 3,* < 3.

Como|? 2] = 10222124 s st Ay A s = 5 =2

Segin ¢l teorema de Rouché, al ser 1 = r* = 2.< 3 = n, ol sistema s compatible ¢ inde-

terminado.

8



2) Para todo valor real de a # 4 el rango de la matriz A" es r*

Como l rango de 10 mars A e ¢ = 2 de asurdo con o eorms e R, o sr
2+ ossstemas son incompatibles.

Resoluci

1) Para s = 4 se tiene el sistema particular

Nota: Se ha suprimido

i da fila d la mairiz), E
e i st o Yo 5 s B,

Considerando como pardmetro z, z =

(5227308 camion o

Us-

2ea
2

1242

-

Las souciones son x '

n-x s todo valor el det.

2) Para todo valor real de a # 4 los sistemas no tenen solucion, porgue son incompatibls.

) Discusidn:

Esuna familia d sistemas, que dependen del pardmetro 8, con m = 3 ecuacionesy

H

tlela-a-a=2-hi2=G@-DE+a-2.

ncopnias.

La matriz A de los coeficentes  la matriz ampliada A* sor

(Se ha descompuesto en factores ¢l trinomio &' — 3a + 2 utlizando I regla de Ruffini,)
Los valores de a que hacen cero el deerminante || son:

VITE 123

asi-0
+a- ZED
2 2 L

Por consiguiente, [Al = (@~ )@ +a =2 = @-D@-H@+2=@-1F@a+2.

Pars <2l deminame |A] o0 oo el el de 1 178 % 26l -
ek T 5 s G ot e e S

dr <

D Para

10 de la matrz A es menor que 3,




En este caso la matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A" son:

() )

oo s s g 3 i Ao | ] <.
e
L1
ORI | 5 | R R———
P

0, de la matriz A*, ¢l rango de la matriz A° est* = 1.

En vitud del teoema de Roeht, como ¢ n, el sistema s compatible ¢
indecrminado on D ado d Hoenad.

2) Paraa = 2 ¢l rango de la matrz A s menor que 3,1 < 3.

En este caso la matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

21
A 121
112

=3 0,¢l rango de la matriz A es

-2

2 1

aer| 2|
21

Como| 1 2 2| <16 =241 424 -4 =9%0, ¢l rango de la marrz A*
Vs

et a3,

De acuerdo con ¢l teorema de Rouché, al ser

243 = ¢, el sistema es incompatible.

3) Para todo valor real de a # 1y @ # —2 ¢l rango de la matriz A es 1 = 3.

Como A = A, es submatriz de A* = A, ¢l rango de la matriz A” est” = 3.
Segin el teorema de Rouché, al ser r = r*
minados.

. los sistemas son compatibles y deter-

Resolucion:
x+y+z
1) Paraa = 1 se tiene el sistema particular | x +y + 2 =
x+y+z
Considerando como pardmetros xe ¥, x = tey = w: z=1-t=-u.

Las soluciones son x = 1,y = U, 2 = 1 = ¢ = u, para todo valor real de t y de u.

2) Paraa = 2 el sistema o tiene solucidn, ya que es incompatible.

3) Para todo valor real de a # 1y 2 # ~2 se resuelve por la regla de Cramer (|A| # 0):
- @ia+a

AW = Rrdra-ato1-

[t
aal
@ 1a

AW =2+ @ +a-1=@-Da+D)=-@a-DG@+




2 + 4% + a - 1 uiiizando la regla de Ruffii)

(5¢ ha descompuesto en factores el polinomio

O S

P

@- 1@+ IR

AW -V
AT @-na+o
4o AB) @-u

A @-vas2

gaeadl
T
art @1 "
Las soluones son x = — 25 22 para todo vlor el dea # 1

i) Discusién:

Se trata de una i -
incGgnitas

La matriz A de fos coeficientes y la matriz ampliada A* son:

roa Loa1asl
ast 1 ali a=(a+1 1 0
2 1 2 1-a

Se estudia el determinante |A| de la matriz de los coeficientes:

S @+ D-24+ata@t

1Al

1
aviol
2

frl-2e-@-%+)=-@-D@-2.

1Al
(Se ha descompuesto en factores el trinomio a® — 3a + 2 utilizando I regla de Ruffini,)

a = 2l determinante | A escero; para todo valor real dea # 1ya # 2el determi-
nante |A| es distinto de cero. Por consiguiente, se pucden considerar tres casos:

1 P
En este caso la matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A* son:

A

20 -] A

4.9 i

1 ¢l rango de la matriz A s menor que 3,1 < 3.

como| 4 1]

~1 % 0, el rango de la matriz A es 1



AL sr e odos ks menors d orden 3 de I i A° On s e s s s
»e;u..aay chocta) 3 o A = Ay o8 sebraics o A* i rango de la matriz A* es

En virtud del tcorema de Rouché, al ser r = r* = 2 < 3 = n, el sistema es compatible ¢ in-
determinado.
2) Paraa = 2 ¢l rango de la matriz A s menor que 3, 1 < 3.

En este caso la mairiz A de los coeficientes y la matriz ampliada A" son:

21 120103
p2]ioAate {312 o).
[ 20 -1 4

P [F R

2
1
'

Como 14049 -6-0+6=87 0 clrangodelamaiz A’ esr* = 3.

De acuerdo con el teorema de Rouché, al ser £ = 2 % 3 = r*, el sistema es incompatible.
3) Para todo valor real de a # 1ya # 2.l rango de la mauriz A es ¢ = 3.

Como A = A, es submatriz de A” el rango de la matriz A* es r* = 3.

n, los sistemas son compatibles y deter-

‘Segin el teorema de Rouché, al ser 1

Resolucion: -
1) Paraa = 1 se tiene el sistema particular | 2x +
20+

Considerando como parémetro 7, 2.

2-1

2. x=u-
2ot-ne2=4-3
1, para todo valor real de 1.

4oz

Las soluciones son x
2 Paaa
3) Para todo valor real de a # 1y a # 2 se resuelve por a regla de Cramer (|A| # 0):

a-2,y

2 el sistema no tiene solucidn, puesto que es incompatible.

.
O NI BT R BB R BRI I
1-a 1

AW =@ +a-2=@-D@+a+2;

(se ha descompuesto en factores el trinomio a® + a — 2 utilizando la regla de Ruffini

1
A =|a+
2

A =-0-2@+ 1)+ @+ DU -2 -0+al -+ @+ I

AQ) = O —a-2) = —@- 1)+




(s ha descompuesto en factores el rinomio 3a’ — a — 2 utiizando Ia regla de Ruffini

oaa+l
A@=far1 1 0 |
2 1 1-a

a@+ D0 -ay
DG+

A@= (-2 +0+@+1F=2a+ -0
A@=@ra-n
(¢ ha descompuesto en factores el rinomio a® + a — 2 wtlizando la regla de Ruffini.)

a@ +a-2=a@

flAD @-D@Eratd)

1Al hE-2
A DGa+d a2
Tl T —e-vae-» T a2

AW _ae-D@+d
1Al @ )

Las soluciones son x =

realdea # 1ya# 2.

J) Discusion:

La matriz A de los coeficientes ¥ la matriz ampliada A* son:

102
a1 0
A=lo2 a)p
203

Se halla ¢l rango de la matriz A de los coeficientes:

Como

1o 2
41 0] =116 =15 %0, el rango de la matriz A es 1 = 3.
02 1

Se analiza cl determinante |A*| de la matriz ampliada. Sustituyendo Ia tercera fila por Ia que

teal'|A” ) por los clementos deIa segunda columns, se deduce:

23 -2
05| o
1al” 1
3 a E

1o 1o
afen I
1A= 1o 2 -0

20 20

[A*] =3 —4@=10) 4 72— 6 + 3(a - 10) - 16a = —16a + 76,

o
i 25 i e o - B

minanie |A* | es distinto de cero, Por tanto, se pucden considerar dos casos:

1) Paraa = - el rango dela matriz A* esr* =

¥ ¢l rango de la matriz A est = 3.

. yaque A = Ay s submarizde A” = A7




En virtud del teorema de Rouché, al ser r = r* = 3
minado.

n, ¢l sistema es compatible y deter-

;
. S

alserr=344=1

Resolucidn:

x-2:=3,

! L Aty =S,

1) Paraa = L2 s tene lsistema pariclar Lo L aayes

) 0 pan rzat .

: ERTEE X
nona

Nota: Se ha suprimido Ia itima ecuacicn, porque sus coeficientes no han intervenido en la

e decir que Ia tltima ecuacion es combinacion lineal de las otras res.

Liamaado 18tz g s coeicnes deldimo sstems, como 81
ve por la regla de Cram

15 % 0, se resuel-

Bw=| 5 '

Las soluciones son x

ST SO S ——

K) Discusién:

Setrata de una i conm i 3
incognitas

La matriz A de los coeficentes y la matriz ampliada A*

3 3 3
a1 z =l
Aslia s A=
a4 a



Se estudia ef determinante |A* | de la matriz ampliada. Se obtiene un determinante cquivalente
efectuando cn ¢l & ntes transformaciones sucesivas:

1) Se sustituye la cuarta fila por a que resulta al restale 1a segunda.

2 Enel determi s por A restarle la
cuarta
e 34| (3 34 |3 34
Lols v azfnls oaz|ala -2
Rl R Eel FES Y Rl R
a aash los o3l lo 0 03

Desarolando l iimo dermisane or s cemenio d 1+ cvra Sl y spiendo 1 el de
Sarrus al determinane de orden 3 que se obtiene, res

P
a A
ro2
3+ (@+4)-6+3-6+a@+dl=3@-a-2.
Los valores que hacen cero el determinante [A* | son:

(R ]
e L P

el determinante |A* | es e
Geemimam [A~ | 8 diine de e, Pt con

1A =3

1A%

0

o

ra todo valor real dea # 2ya # 1 el
jente, se pueden considerar tres casos:

1) Paraa = 2l rango de la matriz A" es menor que 4, r* < 4.

En este caso la mairiz A de los coeficientes y la matriz ampliada A son:

32 03 32 34
2 1l 2 112
Aslo g #elna
2 4.l 2 418
1
como |1 -1 1 =841 =9 %0, los rangos de las matrices A
4
YA sont 3

(ud del teorema de Rouché, a ser ¢

Envi = 3= n, e sistema es compatible y deter-
‘minado.

2) Paraa = -1 ¢l rango de la matriz A* e menor que 4, 1* < 4.

En este caso ta matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

313 301 34
2ol a2
oo IR [
-t o4 -1 4

Como

R
Tt =0, t0dos
A4

os menores de orden 3 de la mairiz A son cero; por tamto, el rango de la matriz A cs menor
qued,r< 3.



M| 3 1[5+ 1= 0 drmapo s maten

4244-446+1=12%0,clrangode A maiz A° es

Coma

3
a4 12
1o

23 =1, of sistema ¢ incompatible.

De acuerdo con el teorema de Rouché, al ser
3) Para todo valor real dea 2y 2 # 1 el rango de la mairiz A* es* = 4,
Alser A = Ay, su rango es menor que 4,1 < 4,

Segin e teorema de Rouché, como  # 1 = 4, los sistemas son incomps

Resolucion:
n-den=a —

1) Para a = 2 e tiene ¢l sistema particular | 2 * ¥ wxeyaz=t,
y 2eay-z=s,

Haay-z

Nota: han intervenido en la
e s e e it 1 riner l e ). Esto
indica que 1a primera ecuacion es combinacion fincal de as otras trs.

Se resuelve el sistema por ¢l método de reduccién:

Las soluciones son x =

2) Paraa = ~1 ¢l sistema no tiene solucién, porgue es incompatible.

22yaz-l

s una amilia de sisemas, que dependen del pardmetro a,con m = 4 ecuaciones y
La matriz A de los coeficentes y la maviz ampliada A* son:

Se analiza ¢l determinane |A" | de la matriz ampliada. Se obtiene un determinante equivalentc
efectuando en él las siguientes transformaciones:

1) Se sustituye Ia segunda il por Ia que resulta al restarle 1a primera muldplicada por 4.

2) Se cambia Ia tercera fila por a que se obtene al restarle 1 primera.



3) Se susttuy 1a cuarta ila por I que resu al restarle l dobl de I primera.

a3 a3
RN R 3
Wi=tiy o 3= - 0

22042 @-2 ava w-

A% = 1) |

A = =0 -8 @ =9 + 16 = D) = (1 - D@ = Ta +6)
Los valores que hacen cero el determinante [A | son:
a=1
TeVB
2

1—a=0
I s

7x5

b

= 133 = 6ol dacminanc A" s cor; pars oo ol de # 1y8 % Gl
erminane || € disiia e e, Po anto, ¢ pucden considers
1) Para s = 1 ¢l ango de la matriz A e menor que 4,1° < 4.

En este caso ks matriz A de loscoefcintes y I matiz ampliada A" son:

A=
T
34
12

3
Atson et =3

Como.

terminado.
2) Para s = 6 el rango de la matrz A" es menor que 4,1° < 4
En este caso la matez A de los cocfcentesy Ja matriz ampliada A" son:

1 IR

3 RO £

A-fin Seff 1163

62 8 62 83

Como =5 4.0, los rangos de las matrices

[
34
11
AyAtsonr=r a3
En virtud del teorema de Rouché,alser 1 = 1° = 3
minado,

e sistema es compatibe y deter-

3 Para todo valor teal de s # 1y # 66l rango de la matriz A” es* = 4
Alser A = Agy, su ango es menor que 4, < 4.
Segun el teorema de Rouché, como £ # £° = 4, los sistemas son incompatibes.



Resolucion:

1) Paraa

1s¢ tene el sistema particular

X+ ezt

3,
- ey -z<s,
X2y 4 3=l

Llamands
porla regla de Cramer:

Las soluciones son

B
18]

1B] = 2 # 0, e resuelve

3x ‘yly e
2) Paraa = 6 ¢ e f sisema passar | %%, Ve
6x01y~87 i inas
Not:
E
decir que I dlima ccuacion e combinacc lnal de 12 owastres
s g mati d s o e hin s, con (€] = =5 0, e
por l regla de Cram
304 I 13
cor= 54 Tif=am cor=3 5 is
31 % 13 13
cw _ =3 co) 0
=5 w2y L o,
R el =
Las solucones son = 7,3 = 0 s mismas que para
3 Flyar
m) Discusion:

Se rata de un sistema con m

3 ccuaciones yn = 4incdgnitas, por 1o que no pucde ser compati-

A = Ay, de los co
Dichas matrces son:

feates y de Ia matr

a
ampliada A*

[

2 s
=

Aijs no pueden ser mayores que 3.

51
1-1s
6 210

<1648+ 8430 = 1 %0, los rangos de las matrces A y




Resolucion:

Como en':

pardmetro u, u = 1, se tiene el sis

2 Sy e
x-dytz=S4t
x-dy+ez=10-

Liamando B a a matriz e los coefcientes del sistema anterior, como [B| = 1 # 0, se resuelve
porla regla de Cramer:

E 2 -1
Bw=| S+t 2 1|=16+1s  Bo)=|1 S+t
0-2 46 102
25 3t
Bo =12 s+t
(RTINS Y
LICH

94 Ts
8] T

s

Las soluciones sonx = 16¢ + 124,y = % + 75,2 = 3 + 3, u =

. para todo valor real de (.
) Discusir

s una familia de sistemas, dependientes del pardmetro 3, con m = 4ecuaciones yn = 3 incdgnitas.

La matiz A de los coefcientes y la matriz ampliada A" son:

1 112
123 1238
0ot gl a1
1o [

e estudia ¢f determinante |A” | de Ia matriz ampliada. Se obtiene un determinante equivalente
efectuando en él las siguientes transformaciones:

1) Se sustituye I primera fila por la que resulta al sumarle la cuar
2) S cambia Ia segunda fila por la que se obtiene al restarle el doble de I primera.
3) Se reemplaza a terera fla por 1a que se deduce al restarl la cuarta.

Lo

2 02 0
e |1 220 mll 05 4
Lot P 02 3

1o RN

de Sarrus al determinante de orden 3 que fesula, e obiiene:



1] = D)

JAT] = =130 + B~ 1) + 040 4 16+ 6] = 16— 82 = 82 — ).

Paraa = 2l determinante | A" | es cero; para todo valor real e a # 2l determinante |A” | es
distinto de cero. Por consiguiente, se pueden considerar dos casos:

1) Paraa = 2 el rango de la matriz A" es menor que 4, t° < 4.

En este caso la matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A* son:

=8 # 0, los rangos de las matrices A

De acuerdo con el teorema de Rouché, alser r = r* = 3 = n, el sistema es compatible y de-
terminado.

.

2) Para todo valor real de a # 2 el rango de la matriz A” es £

Alser A = Ay, su rango es menor que 4, 1 < 4 (va se ha estudiado que r = 3).

En virtud del teorema de Rouché, al ser r £*, los sistemas son incompatibles.
Resolucién:

1) Paraa = 2 se tiene el sistema particular

Nota:

que Ja tercera ecuacin es combinacion lineal de las otras tres.

Se resuelve el sistema por el método de reduccién:

Las soluciones sonx = 1y = 2,2 = 1.
2) Para todo valor real de a # 2 los sistemas no tienen solucion, puesto que son incompatibles.

0 Discusin:

o . i
mas que dependen de los parémetros a y b, con m = 3 ecuaciones y n = 2 incdgi



La matiz A de los coeficentes y Ia matsiz ampliada A* son iguales:

one 1)

2 0, los rangos de las matrices Ay A" son T = £ = 2.

o]

Segin el teorema de Rouche, al sert = r* = 2 = n, los sistemas son compatibles y determina-
1 pra conaulrs valores reas ey b

Resolucior

sistema, que se resuclve por el método de reduccion:

x+y=0

iy me0 gm0 xaymo

Las soluciones son x = 0,y = 0 (para cuslesquiera valores de &y b).

P Discusion:
s una familia de sistemas, dependientes de los pardmetros a b, con m = 3 ecusciones y n = 3

La matriz A de los coeficientes y Ja matriz ampliada A* sor

210 21 01
A= 2] a=(120
31 31 ab

Se estudia ef determinante | A de la matsz de los coeficentes:

1Al =

1o
12|=2-6+0-0+4-
1

Par realdea # 1A] esdis-
i ds cero. Por anto, s pucden consierar dos csos:

1) Paraa = 2¢l rango de la ma

Aes menor que 3,7 < 3.

En este caso la matriz A de los coeficientes y la m

21 0 21 01
A={11 2] arafr1 2]
S 31 286

= 1% 0, el rango de la matriz A st = 2

21
comal 1]

Se analizan los menores de orden 3 de la matriz ampliada A

21 0
T2
312

= 1Al




211
Toaf=sbe3sr-3-2-
31

4b+ 0424 6-4-0=db+d=

b 404242-2-0=-2+2

20 - 1)

1o
12
12

1 los tres ltimos menores de orden 3 son cero; para todo valor real de b 1 esos
tres menores de orden 3 son distintos de cero. Por consiguiente, se presentan dos

« Parab = 1 el rango de la matriz A* es menor que 3, r* < 3.

M |2 1] =31 1t dta i A 5 = 2

Como e rango de 4 stz A 8 = 2, d asverdo con ) eoreue de Rouehd, o ser
el sistema es compatible ¢ indeterminado.

* Para todo valor real de b % 1 ¢l rango de la matriz A” es r* = 3

Com o ranto de la maiis A s 1 = 2 en vid Gl corema e Rouché, al st
3= 1°, los sistemas son incompatibles.

2 Pa

todo valor real de a 2 ¢l rango de la matriz A es ¥ = 3.

Como A = Ayt submariz de A* = A, independenimente do valr d b, ol rngo de
matriz A”

Segun el teorema de Rouché, al ser t = £* = 3
minados.

, los sistemas son compatibles y deter-

Resolucidn:

1)+ Paraa = 2yb = 1 setiene el sstema particular:

1
x+y-2 y=)
Jeyru=1 VA

determinacién del rango de Ja matriz A (no se ha utilizado Ia tercera fila de la matriz). Esto
quiere decir que a tercera ecuacion es combinacién lincal de las otras dos.

Considerando como pardmetro z, z

E——
xty= 1+

A = w2

Pe2ox=l42e2=144

Las soluciones son x = ~2t,y = | + 41,z = 1, para todo valor real de 1

* Paraa = 2.y todo valor real de b 1 los sistemas o tienen solucién, ya que son incompa-
tibles.

o7



2) Para todo valor real de a # 2 se resuelve por 1 regla de Cramer ([A| # 0:

1o 110
A@W =111 2| =-2b+2 AW=|1 1 2|=a+4-
v N
Aw _A@ _b-t
AT ezt T Tame
Las soluciones son x 21 vaa todo valr st

dea # 2y para todo valor real de b.

@) Discusion:

by conm = 4 ecusciones.

yn = 2 incognitas.

La matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A" son:

39 301 a
1o o

Asls sl A= ls s os-m
12 1o2a+b-1

Se halla e rango de Ia matriz A de los coeficientes:

37
1=

ome| P ——

e calcula ef rango de la marz ampliada A* analizando sus menores de orden 3:

s 1.
I B T e
S slm
P
10 |uemsemen Bereemes
HERTon
s s
53 satwm [-omememeimo oy o
i Wit

+ 12 - 35— 35 + 35

60— 76b + 74

3136 413+ Sa—2b + 106 + 136 — 10a +

Ao Sa-Sb+S=-2a+b+ I8



R

oo a0
1) Par s valors d b que it e sisema | 258 4 %0t rago e
i A e 37 <5 T

Se resuelve el sistema por el método de reduccion:

Abam Tt [l = <4 % _
ropit-Je R - R R L
B LB )L (mase) 1w
b3 45 23 45 "™ s s

Se comprucba que los valores de 4 y b satisfacen las dos primeras ecuaciones del sistema:

o 19 s s
Hes Ry i
2574 130
va- 3z 0.

e 2 e m e s <,
Come A = Ay bt e A = A el e A" 1 =2
N —
iy

.
I S—

2) Para todo valor real de 8 # e~ y i
et =3,

., los sistemas son incompatibles.

En virtud del teorema de Rouché, al ser 1 = 2 # 3 =

Resolucion:
i) .
1) Paraa 5 e tieneclsstema particular:

a
Ty =g
PR 1S

Ve

Esto indica que Ias dos lkimas ecuaciones son combinacion lineal de las dos primeras.



Se resuelve el sistema por el método de reducci

@
Xy -
=
51 "
-y = -
manye
45 92
L dhme SR,
133 i o
PN S
=7y =~
4
S
o3
O
byc,conm =
1a
b
e
Se halla l rango de fa matriz A de los coeficintes:
A es c tod ya que tienen
dos filas iguales, ef ango de la mairiz A ¢s = 1.
Se calcula e rango de la matriz ampliada A*:
350n cero, ¥ todos los me-
nores de orden 2 en i . por
p

iltima cohum-

na. Por tanto:

Por consiguiente, se pueden considerar dos casos

D B o Vo 4 i e i
es menor que 2, 1+

0
0 el rango de la matriz A*
0

Resolviendo el sistema, se obtiene a = b = c.
Es decir, paraa = b = ¢ ¢l rango de la marriz A* ¢s menor que 2, 1* <

i e
minado (cor o

toes, 1

n, ¢l sistema es compatible ¢ indeter-

2) Para los valores de a, by ¢ no iguales entre s (los tres distintos o dos iguales) ¢l rango de la
matriz A* esr* = 2.

alserr =1 %2 =, los i i b




Resolucin:

1) Paraa = b = c se tiene el sistema partcular:

Considerando como pardmetros x ¢y, x = tey = u:
z=a-t-u=b-t-u

Las soluciones sonx = 4,y = 4,z =2 —1-u=b-t—u
ydeu.

— u,para todo valor

2) Para valores de a, b y ¢ no iguales entre i los sistemas no tienen solucién, ya que son incom-
patibles.

.- sy te=p
2. Discute ¢ intrprear gréficamente el sisema | 3% 1 0¥ 1 {7 P

(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid.)
Discusio
Se trata de una familia de sistemas con m = 2 ecuaciones y n = 3 incdgnitas.
La matiz A de los coeficientes y a matriz ampliada A* son:

abocop
defaq

AN
En el cilculo de los rangos de las matrices A y A* se presentan lossiguientes casos:

1) i los vectores (2,0,6)y (6,0 no son proporcionales, exisen en las matsices A y A* menores de-
orden 2 distintos de cero. Es deci, los rangos de las matrices A y A” son 1 = £*

'

fer-2<3
1 grado de libertad).
b_e

2) o vectores (1.5, ¥ (4, som proporcionle y - = - = - %, todos los menoresde

determinados (con n —

orden 2 de a matriz A son
o Ao oy g by e

122

£, los sistemas son incompatibes.

De acuerdo con el teorema de Rouché, al ser ¢

2., todos los menores de orden 2 delas marices A y A" son cero. Es deci

.2
2 s‘d e f
los rangos de s matrces Ay A" son ¢
minados conn 1 = 3 - 1

“r=1<3=
srados de libertad).

Interpretacién geométr
Cada una jones plano en.
nsi .9y @edno fonal planos que se

) Sitos
cortan en una recta.

255 = %<+ 2 s sicemas epresntan dos planos parailos y que dichos plans oo
s cortan (s ssemas o tenen solucidn.
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b

3 s\i - ‘T 2., tos sistemas representan dos planos c

ciones de los sistemas son una misma ecuacion.

x+
x-my

Sea el sistema

@ Calular pasa qué valor de m es x = 0.

fentes, porque las dos ecua-

5) Hallar para qué valor de m es incompatibl ¢l sistema.

) Hacer I interpretacién geometrca de los casos

(Propuesto enla Univ. de Alicante.)
@) Se resuelve el sistema por el método de redu

RECEE

mx + 2my = 10m
- 2my = 10

En el supuesto de que x

LLET P

0m +1) = x=

@b,

omey
g pam e 2

(para m # 2), resulta:

D=0 = m+1=0~m

Por tanto, para m = —1 el valor de x e igual a cero.

1) La matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A" son:

A (i)
%

com]!

L2
sli al

0, &5 deci, sim

Por tanto, param = —2,alserr = 1 #2 =1,
patible.

=5 # 0, cl rango de la matriz A* es *

w2 %)

<2, el rango de la matriz A es

segtin el teorema de Rouché, e istma s incom-

) Laccuscionx + 2y =

La ccuacién x — my = S representa
s e recis de v o pamto CS.0

el pano el

cién del sistema formado por lasccuaciones de las
recuasayr.

2, la ecuacidn de la
5, que s paralelaala

caso b), como m

s de las rectas b y 0o tiene solucién (las rectas

Do se cortan).

La figura adjunta s Ia representacidn gréfica co-
rrespondiente.



xtysz=asl
4. Seacsisema |x+y+@-Dz=a

@) {Para qué valores de a es compatible y determinado?

dichos valores.

1) Resolverlo ps
) ¢Para qué valores de a es indeterminado? Resolverlo para dichos valores.
@) s incompatible para algin valor de a?

(Propuesto en la Univ. de Leon.)

Se trata de una famili de sistemas con m = 3 ecuaciones y n = 3 incogitas.

La matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A* son:

1
a={11
[

1Al =

Al=1+@ ~@ -3+

Dea-t-a@-1-

Los valores de a que hacen cero ¢l determinane |A| son:

3:V9-8 321
~+2m0 2= 22020

~a=zmal

Es decir, |A] =~ =3 +2) -2a-1
Por tanto, para todo valor real de a # 2.y a # 1 los sistemas son compatibles y determinados.

) S resuelve por a regla de Cramer ([A| # 0):

ISR Las
Aw=["a 1a-tf-wiain-n An|l a
1 1o
11a
A@=[11 s |-a-
1a 1
po AW Refenot o AG) s6-2)
AT —a-n6-n A" a-s6-1

AQ)
1Al

Las soluciones son x =
realdea s 2ya s I

-2
@-2@-1



) Los casos posibles son para los valores de d = 2y a

1) Paraa = 21a matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:
[ [
a={ria)i oa=frra2)
121 1200

140, ¢l rango de la matriz A est = 2.

Aserial =0y |1 1] =2

= 1% 0, ¢l cangode lamatriz A* ese

1
1
2

De acuerdo con el teorema de Rouché, al ser r = 2 % 3 = r*, el sistema es incompatible.
2) Paraa = |lamatriz A de los coeficentes y la matriz ampliada A* son:

11
0 FT a—
1

a i o

# 0,clrango de la matriz A" es1*

12
Como|1 0 1] =041+2-0-1-
1

£, el sistema es incompatible.

En virtud del teorema de Rouché, al ser = 2 # 3
Por tanto, no existen valores de a para los que los sistemas sean indeterminados.

I os valo-

@
resdea = 2ya = I

U-ax+ (14 2y +2a+Dz=a
Discuti y resolver el sistema | ax + ay = 2(a + 1) para el valor de a para
2ty +@-Dz=a-2+9

el que e sstema s un grado de libertad. ;En alguna solucidn s x = —=
Discusion:
Seirata de conm = = 3in-
cognitas.
La matriz A de los coefcientes y a mariz ampliada A* son:

1-a 2+l w2 I-e 241 ms2 a
A= 2 Ta oA s 0 2

2 av1 a- 2 arl a-1 @-m+9

efectuando en é as siguientes transformaciones sucesivas:
1) Se sustituye Ia segunda columna por la que resulta al resarle Ia tercera.
se cambia la primera columna por la que se deduce al restarle la

2) En ¢l determinante obi
segunda.
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2 Paaa

1-amenmaz)y 2-a -1
=l a a 0 o a
2 a+l oa-1 o 2

por ¥ calcalando e valor
del determinante de orden 2 que se obtiene, resula

m=e-a:]3 0 | -e-ana-n-0=w-ne-a
Paras
ddaen

0.8.= Lya = 2l dsminant ] s om0 pur todoalrrldea # 08 # 134 %2
ane |A] Por consiguiente,
1) Paraa = 0¢l rango de la matriz A es menor que 3, £ < 3.

En este caso la matriz A de los coeficentes y la matriz ampliada A* son:

112 1120
a=loo o); a=[o0 02)
21 - 21419

0=2 40, ¢l rango de la matriz A* es 1

En virtud del teorema de Rouché, alser £ = 2 # 3 = r*, el sistema es incomparible.
1 el rango de Ja matriz A e menor que 3, r < 3.

En este caso la matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

034 [ERE!
tro)i oara(11o04)
220 2208

A

cone 93] e o denmarz AT« 2.
e e ——
A byt

determinado (conn ~ r = 3 ~

Para a = 2 ¢l rango de la matriz A e menor que 3, < 3.
En este caso la matriz A de los coefici

=0+ 108+ 4-0-30-

108 = 26 0, ¢l rango de la matriz A* es1* = 3

Segin ¢l teorema de Rouché, al err = 2 % 3 = £*, el

ema es incompatible.



4) Para todo valor real de a # 0, # 1y.a # 2 ¢l rango de la matriz A es

3
Como A = A, es submatriz de A* = A, ¢l rango de la matriz A est* = 3.

En virtud del tcorema de Rouche, al ser
minados

1, s sistemas son compatibles y deter-

Resolucion:

es decr, para ¢l caso
=1

* Paraa = | se tiene el sistema particular | x +y =4~
242y=8

Considerando como parimetro z, 7 =

wetl-a -a
x+y=s TY=T3

Las soluciones son x =

e
T

1VIT + 4 =

Vit = 6 - 1viE; 1= &

an

UVIT eVl 12
—

VI — 121

Por tanto, para t = 2298 se da la solucion x
W




TEMA 1-4.3. — Sistemas homogéneos

Ejercicios resueltos

TR, - '~ T——

(Propuesto en la Unis. Complutense de Madrid.)

Al ser sistema homogénca, es compatible para todo valor de a.

25 1
waioms |2 2 4] s [T se0mansaras
Dt | 1 2 3| -mss [ 1ETOCIIRNI

Para todo a # 8 es sistema que sdlo admite Ia solucién trivial.

Para a = =8 es sistema compatible ¢ indeterminado.

Rt cono |} 3| <19 01 -2

3t flaylad s por eso, s elimina la 3*

o
R UL
Sy

ecuacién y se considera

23y =t
X+ 8y =3

'
Son soluciones: x = <=, ¥ = o=

2} Determinara, by ¢ para quea(s +y + 3) + b(x—y—2) + cl-x +y + 9= 0.
/" Bl primer miembro se pucde escribir en Ia forms

ax+ay +daz 4 bx—by—bz-cx oy 4@z =0-
“x@+b-0) +y@-b+ o +z0a-b+ =0

et i s e 17075
i

=243 = n: el sistema cs homogéneo con soluciones, ademds de la

Como en Ia determinacion del rango no han intervenido la 3¢ fla y la 3t columna, se elimina la
3 ccuacién  se considera el pardmetro ¢

1= 1), et s mieites 23 = 00 o 0
a-b=-t despejando b en Ia 17 0 en Ia 2* ecuacion: b

Son soluciones: a




Solucion de los ejercicios propuestos

b St =0ey =gt (1357525 e s - 00
S T aadan WA

Sustituyendo en cada ecuacion del sistema los valores de x, ¥, 7, ¢ tien

Como dichos valores satisfacen las tres ecuaciones, x = 0cy

2. Discutis y resolver, s es posible, los siguientes sistemas:

rane

” Lol S
xe2=0

o @ [ n-y=0
=0

) Discusion:

Se trata de un sistema homogéneo con m = 3 ecuaciones y n = 3 incdgnitas.

Se analiza el determinante | A| de la matiz de los coeficientes:

1Al =

[
1o -
1o 2

(EETRRC

Como |A| # 0, ¢l rango de la matriz A es = 3.

(admite unicamente Ia solucion trivial x
b) Discusion:
Es un sistema homogénco con m = 2 ecuaciones y n = 3 incognitas.

-1

Se el rango e iz A = (4 =1 2) o ot

4

dserr = 2 <
paible (indeterminado) con n — r = 3 — 2 = | grado de libertad.

Resolucidy

Considerando como pardmetro z, 2 = t:

B-2y % e SR = -
£ Se=0 = x=0 y=dx+n=2

Las soluciones son

0,y = 2,2 = 1, para todo valor real de t.
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) Discusion:
Se trata de un sistema homogéneo con m = 4 ecuaciones y n = 3 incogritas.

2
292 1 .

Se hall el rango de la matriz A = | 3 73 _{ | de los cocficentes:
4207

10 # 0, ¢l rango de la matrz A es

Como

24
22 1f=16-244+4-4-8
224

serr = 3 = n, el sistema es

de Rouché para sistemas

incomparible (inicamente admite Ia solucion trivial x = y = 2 = )
@) Discusion:

Es un sstema homogéneo con m = 3 ecuaciones y n =

L
ot e - (1 1 st ot
H

incognitas.

T
o]} 2

=5 # 0, ¢l rango de la matriz A es 1

-2a

Por is
(solamente admite Ia solucion triial x = y = 0)

3, Discuir los sguicates sistemas, segin los valores de a, y resolver en su caso:

N4z

@ | -2y ra=0
Iordy+62=0

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)
W hyrz=0

B @+ Dty-a=0
X+@+Dy=0
x+2=0

o {xrz=0

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

Xtay+2=0
o {@-Dx+ay+a

2+a@+dy+@thz=0
(Propuesto en la Univ. Poliécnica de Madrid.)

0

X—@+ay+9=0
—x+-az=0

(Propuesto en la Univ. de Allcante.)

@-ax-sy 47
»



4, Discusién:

i de s dependen del parks = e
clones yn = 3 incognitas.
ey
3 34
1Al -4 -2 a 36 + % + 16 - 6 —
34 e
Paraa = & 1Al . inante |A]

3
es distinto de cero. Por tanto, se presentan dos cas

1 Paraa

%
3 e ango defa matriz A es menor que 3, < 3.

como| 2]~ 1-5-3 4 0. e mmic A 2

Segin e teorema de Rouché para sistemas homogéneos, al sert = 2 < 3
‘compatible indeterminado) con n — £ = 3 — 2 = 1 grado de liberiad.

P -

Jserr

patibles.

Resolucion:

PR N ———

Hay-z
L (xedy—
AR Nrdyr e
Hrdy+ 6
Nota: Se b porque no has i Ia
d a s ha utilzado la segunds i), Esto
quicre deci que I segunda ecuacién s combinacidn lineal de s otras dos.
Considerando como pardmetro 7, 2 =
oedys ot (-dye-t o U=l ueum
I+ dy = 6 Hray= e YT 3 3"

Las soluciones son X

L

PP S —

solucién trivial x 2

1) Discason:

Es una familia de sistemas homogéneos, dependientes del parémetro , con m = 3 ecuaciones y
n = 3incognitas.



Se analiza el determinante |A| de la matriz de los coeficientes:
[Rt

a+l 1 -
1oasl o0

—1 ¢l determinante |A| es ce
bleiddbib P 8 koo ot

1) Paraa = 0l rango de Ia matriz A e menor que 3, r < 3.

011
En este caso Ia matriz de los coeficentes es A = (1 1 0 |
1o

como 3 1] =01 = -1 .t g et marc A =

tema es compatible (indeterminado) con n

2 Pana

1l rango de la matriz A es menor que 3, 1 < 3

e i s s - (91 1),
oo

1

-2<
e e herad.

S0-at@r I -l+a@ )0

at@ 2t l-l+a s al=a 2 ta =@+ 24 D) =@+ IR
para todo valor real de a # 0y a # —1 ¢l

3= n,dlsis-

Por. dserr=2<3 =
patible (indeterminado) con n — r = 3 — 2 = | grado de libertad,

9, Pars ol st de .0 4w <3 el o et e <

alserr =3 =

compatibies.

Resolucidn:

1) Paraa = 0se tiene el sistema particular

Considerando como parémetro z, 2

Las soluciones son x = £,y = —t, z = t, para todo valor real de t.

x+y+z=0
2) Paraa = ~1 se tiene el sistema particular | y +2 = 0 -
x=0

Nota:

que Ia tercera ccuacion es combinacion lineal de las dos primeras.

Considerando como pardmetro z, 2

[ XEY=ot o x=yat
y =t

e




0

tando la primera ecuacién de la segunda).
Las soluciones son x = 0,y

%1

. para todo valor real e 1.

D G0 40 i g M gl
I

o Dicstn
s
ot
1
PR ) pom—
i
P T TP ——
.
S ————
0 Dbt

B
m = 3 ecuaciones y n

incdnitas.

La matiz A de los coefiientes y Ia matriz ampliada A* son:

i -

Se estudia ef determinante |A| de la matsz de los coeficientes:

R

al
1a
1

Al=@-342=6-D@E+

—)=@- 1@+,
(Se ha descompuesto en factors e rinomio 8° — Ja + 2 utilzando Ia regla de Ruffi

)

Para 2 decmioai [A] e s par todo vl el e 178 # -2 elde
e T B s o e a

1) Paraa = 1 ¢l rango de la matriz A es menor que 3,1 < 3.
En cste caso la matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A" son:

11 1110
a={111 ar=(1110
i 111

T ——]

0, el rango de la
matriz A e

3de la matriz A*
lumnas iguales), el rango de la matriz A es menor que 3, r*

12



como[} 3101 s e+

De acerdo con el teorema de Rouché, al ser 1 = 1 # 2 = r°, cl sstema es incompaible.
2) Paraa = 2 ¢l rango de la matriz A es menor que 3, 7 < 3.
En este caso la matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

(B! 10
2 1) 1 1o
12 [

3% 0, ¢l rango de la matriz A es T

1| =46 -1 =43 = 12 # 0, ¢l rango de la mariz
2

En virtud del teorema de Rouché, al ser 1 = 2 # 3 = r*, ¢l sistema es incompatible.
3) Para todo valor real de a # 1y @ # ~2 ¢l rango de la matriz A ¢s 7 = 3.

Como A = Ay s submattiz de A” = Asy, ¢l rango de la matriz A® esr* = 3.
+ =3 =, los sistemas son compatibls y deter-

Segin el teorema de Rouche, al ser 1
minados.

Resolucion:
1) Paraa = 1 el sistema o tiene solucién, ya que s incompatibi.

2) Para a = ~2 el sistema no tene solucion, porgue es ncompatible.

3) Para todo valor real de a # 1y a # ~2 se reselve por I regla de Cramer (JA] # 0%

-1

S EE

e nevusna-n

AG)
AW N : yoAD
Al T @-1D@+d  @-D@+2)’ 1Al T @-D@+2’
L AG_ warhe-n __fasy
A @e-Mer) @-na+d
3 26+ 1)
uci ey EOED g0 valor
Las sousiones 00 x = ¥ = Gyt T o e gy P 1000 or !
deasiyan-2
Nots: Sia = 0, c = At =3,
por dsert 3 i

ehiont it
en el caso 3), ya que por ser soluci6n nica el sistema es compatible y determinado.

13



114

) Discusién:

dependen del par

ciones y n = 3 incbgnitas.
Se estudia el determinante |A| de la matriz de los coeficientes:
a 2

1A =[a-1 a
2 e ats
JAL = 8% + 4 + 207 4 2@~ D@ + 20) — 4% — a@ + 29— a@~ D@ + 9
Al = 2% + dat 4 200 + 200 4 287 — da = da¥ = a0 = 20—
1Al #a- 1.

—

Par el determinante | A s cero; para todo valor eal dea # 0ya # 1el determi-
AL Sl d s o ot s o

1) Para a = 0 el rango de la matriz A es menor que 3,1 < 3.

o
s s st A~ (1 ).

2

Gimo| } 2] w0+ 20200, drmmote murzAar= 2

2= 1 grado de l

A es menor que 3,1 < 3.

Por
patible indeterminado) con n — 1 = 3
2 Paraa

e rango de fa mat

coma |} [ =1-0= 1+ 0 e et i A < 2.

lserr = 2< 3
tema es compatble (indeterminado) con n — 1 = 3 — 2 = 1 grado de libertad.

9 Park oo aor vl dem # 0y 8 Lol g0 de . i A s = 3

S
ety
o
e
» p“.,,m,mw.mm,.,[, I AR
N442=0 *=

‘En el sistema no figura Ia incdgnita y, que se considera como parémetro, y

Las soluciones son x = = 0, para todo valor real de 1.

y+u=0

B Pana = 1 e enetsncma paictr (73220 0 (31742
Zx 43y +52=0 Fre=%
:

decir que Ia ercera ecuacion es combinacion lieal de las dos primeras.



Considerando como pardmetro z, z = Z Y mo By Xm el

Las soluciones son x = 4, y = ~1, z = {, para todo valor real de t.

#0yaz1
z-0.

ivial x

Es una familia de sstemas homogéncos, dependientes del pardmetro 3, con m = 3 ccuaciones
n = 3 incognitas.

Se analiza el determinante | A| de la matiz de los coeficientes:
4-a s

A= 1 4-a 9

- 0 s-a

=)= 2 (5 =) 4 18040+ 2B =) = 0+ 5~
JA = —80 + S + 162 — @ + 180 — 112 28a + 25 - Sa

1Al = @-DE -1
(e ha descompuesto en factoes el polinomio —a' + 5a% — 17a + 13 aplicando la regla de
Ruffin)
Los valoresde a que hacen cero el decerminante |A| son:

st 3

=1,
~1-0 - =
B R PRREELTEE ST LI —
2 3
1 el determinante | A| escero; para todo valo real e # 1 ¢l determinante |A| s dis-
tinto de cero. Por anto, e presentan dos casos

1) Paraa = 1 ¢l rango de la matriz A es menor que 3, 1 < 3.
357
En este caso la mariz de los coeficientes es A = (1 =5 9
-

15+ 5 = ~10 % 0, el rango de la matriz A es t =

come |} 53]

Scgin el teorema de Rouché para sistemas homogéneos, al ser 1
compatible (indeterminado) con n — 1 = 3 — 2 = I grado de

2) Para todo valor real de a # 1 ¢l rango de la matriz A es = 3.

2<3 =0 el sistemaes
tad.

paibles.

Resolucit

J-Sy+T=0
1) Paraa = 1 se tiene el sistema particular | x — 5y + 92
it

M-Sy 470,
X—Sy+ 90,

[

Nota:

que Ia tercera ccuacién s combinacien lineal de las dos primeras.



Considerando como pardmetro 2, 2

Josy= Mg e o
Bt ddr bl S ER TR -
Las soluciones son x = 1,y = 2,z = 1, para todo valor real de 1.
2) Para todo valor real dea # 1 i it 1a sol
uivialx = y = 2 = 0.
e +T=0
4. Discuir e sstema, segin los valores de a y de b: | 2x~ay
bet 2y -
Se trata de una familia d homogéneos, I ybconm =3
ecuaciones y 0 Ggnitas
1A] de la matriz
42
2 <2 [ = 162424284 Tab -84 16= 162+ 2+ Tab + 36
b2

Dado un sistema cualquiera de Ia familia, se pueden considerar dos casos:
1) Pt mors ey o o dembonte |, dc, e s s
16+ 20 Tab ¥ 36 = 0, l ngo deJ s A &8 meoce T4 3,1 < 5.

Aest

=14 = =10 % 0, el rango de la ma

+
el ]

De acuerdo con el teorema de Rouché para sistemas homogéneos, al ser 1 = 2 < 3 = n, l sstema.
s compatible indeterminado) con n — £ = 3 — 2 = 1 grado de libertad.

2) Para los valores de a y b que no hacen cero el inante |A|, esto es, para valores de a y b,
e it i gphe i € e

patible (admite inicamente Ia solucién trivial

oo 19 ()

Discutir y resolver en los casos de compati

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

Discusién:
axry+az=b,

Efectuando la multplicacion, resulta | ay + 7 = b, que es una familia de sistemas, depen-
Xtay+z=2b,

dientes de los pardmetros a y b, con m = 3 ecuaciones y n = 3 incégias.

00 que el valor real de b # 0 se presentan dos cas

Segin que b
de e homogacos

0 s¢ trata de una fami
liza ¢l determinante |A| de la

o Paa
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el determinante |A| es cero; para todo valor real de a # ~1 ya # 1 ¢l
omtmies A i 0 o ol o s e s s

1) Paraa = —1 el rango de la matriz A es menor que 3,1 < 3.

-
B oeasowmuz st ms s~ (0 4 ).

com|

0 -1

1 2<3
patible (indeterminado) con n — 1 = 3 — 2 = | grado de libertad.

2) Paraa = 1 ¢l rango de la matriz A es menor que 3,1 < 3.

e com i et A (311,

como & 1] = 1-0 1+ 0, g mais A 1 - 2

Segtn ot e Rouehé passisimas homogtoson, sl £ = 2 < 3 = 5, ssema s
compatible (indeterminado) con n — £ = 3 — 2 = 1 grado de libertad.

3B e Uk T =T YT i A

rema de h alserr
o son ncompates

los siste-

1) Para todo valor real de b % 0 se trata de una familia de sistemas no homogéneos.

La matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A* son:

atla atab
a={oa1); a={oa1 b)
Tal Tal

Se esudi inante |A] de a matriz

1Al = @14 0- - 0=l =+ -

ata
0al
Tai

el determinante |A| es cero; para todo valor real dea # <l ya # 1 ¢l
ammim 1AL o o 5 o, o et 5 okl s o

1) Paraa = -1 el rango de la matriz A es menor que 3, < 3.

En este caso la matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

o



18

Se determin el rango de la matriz A* (segin los valores de b) analizando sus menores de
orden 3

|7|

1
0 1 bl=-b-b+0-b+b+0=-3b;
»

[
<1 1 b|=%+b-bib-
EEEEY

Por consiguiente, se pueden considerar dos casos:

* Pac o velorsdecue st o e

es decir, para b = 0 ¢l rango de
iz A" s menor que 3, r 2

»
b=

5nmn4 s _,1,,..,.m.d,.“.‘,d,..m.m

. e sistema es compatible ¢ indeter-

Por el teorema de Rouché, alsert = r* =2 < 3 =
minado.

Nota: 7
ejercico. (Se trata en realidad de un sistema homogénco.)
* Para todo valor real de b # 0 el rango de la matriz A* es r* = 3.
Segin el teorema de Rouché, al ser r = 2 # 3 = r*, los sistemas son incompatibles.
2) Paraa = 1 ¢l rango de la matriz A es menor que 3, 1 < 3.

En este caso la matriz A de los coefiientes y la matriz ampliada A son:

11b
IR
I3

1% 0, ¢l rango de la matriz Aces r = 2.

B
came 5 1]
S detrmina l rango de 1 matrz A (sgin los valresde ) anlzando sus menores de
o'

= |Al=0;

1
01
1

oo

=®4b4b-b-b-2




Por tanto, se pueden considerar dos cas

 Pu = 0o ang el marie A+ e or a5, £ <3
como [} 1] =1-0= 1 0. cramodeamaizA* e = 2.

acuerdo con el teorema de Rouché, al ser t = r* = 2 < 3 = n, el sistema es compati-
ble ¢ indeterminado.

Nota:
ejercicio. (Se trata en realidad de un sistema homogéneo.)

3.
£*, los sistemas son incompatibles.

 Para todo valor real de b % 0 ¢l rango de la matriz A* es r*
En virtud del teorema de Rouché, al ser r

223

3) Para todo valor real de a # —1 ya # 1 el rango de la matriz A es t = 3.
Como A = A, es submatriz de A*

A el rango de la matriz A* es = 3.

n, los sistemas son compatibles y determins

Por el teorema de Rouché, al ser 1
dos para todo valor real de b.
Resolucién:

@) Caso de una familia de sistemas homogéncos:

x+y-z
ytz=0.

1) Paraa = —1 se tiene el sistema particular

Nota:

ido en'la de-
Esto quicre.

decir que la tercera ccuacion es combinacion lineal de las dos primeras.

Considerando como parimetro z, 2

Las soluciones son x = 0,y = 1, = t, para todo valor real de t.

9 s = e ssems it (3112870 < (37713
ty+z=0 ¥
PR ——

Considerando como parimetro 7, 2

y=
Las soluciones son x = 0,y = ~t, z = t, para todo valor real de t.

9 Faoutodo o el dea = 9 o dtunas oo ccmpelie  smeric admiten
1 solucidn triv =

b) Caso de una famil
1) Paraa = —1 sc han presentado dos casos:
« Para b = 01a solucién es la obtenida en el nimero 1) del apartado a) anterior.
+ Para todo valor real de b # 0 los sistemas no tienen solucidn, ya que son incompatibles.

de sistemas no homogéneos:

2) Paraa = 1 se han presentado tambi

dos casos:
« Para b = 01a solucién es Ia obtenida en el nimero 2) del apartado a) anterior.

« Para todo valor real de b # 0 los sistemas no tienen solucién, porque son incompatibles.

119



3) Para todo valor real de a # ~1 ya # 1 se resuelve por Ia regla de Cramer (|A| # 0):

b1a
b oa 1| =ab+2b+ab-2ab-ab-b=—ab+b=b(l-ad
® a1
aboa

A =0 b 1] =abtb+0-ab-2ab ~2ab + b = b(1 - 2a);
[

~ a0 = a-ab+ b= bat-a i)

¢ _bu-2 . A@_ b@-ar)
R A" e 1a] 1-at
T y——

a#-lya = 1y para todo valor real de b
6. Determinar a y b a fin de que a(3x — 25) + béx — 25) = 0.

(3 = 29) + b(éx = 29) = 3ax — 2ay + dbx ~ 2by = (a + 4b)x + (24 = o)y = Ox + Oy.

Kiianto s et st e o | 374

Se trata de un sistema homogéneo con m = 2 ecuaciones y n = 2 incdgn

e estudia el determinante |A| de la matriz de los coefcientes:

1Al

3 4| -ernmana

Como [A| # 0, ¢l rango de la matriz A es ¢ = 2.

Por el teorema de Rouché para sistemas homogéncos, al ser r = 2 = n, el sistema es incompatible
(admite tnicamente Ia solucion trivial).

Por tanto, los valores pedidos son

o

7. Determinar a, by ¢ para que a(x 2y +2) + blx =3y + ) + c(Sx ~ 11y + 99 = 0.
=2y 4 2) + blx— 3y +52) + e(5x — 11y + %)
=@+ b+ Sx+ (22— 30 - 1Ay + @+ b+ 9z = Ox + Oy + 0z

a+
Identificando s respectivos coeficientes, se tiene el sistema | ~24

Es un sistema homogéneo con m = 3 ecuaciones y n = 3 incogritas.

Se analza el determinante |A | de la matriz de los coeficintes:

-S04+ 18




Como [A] = 0, ¢l rango de la matriz A es menor que 3, 1 < 3.

M|l L] =510 nmodnmuicAn

i dserr =
ble (indecerminad) con n — = 3 — 2 = 1 grado de libertad.

de la matriz A,y considerando como parimetro c, ¢ =

—a- b= st

s =it = b

para todo valor real de 1.

Los valores pedidos sona = ~4t, b = ~t yc

0
0

Hace I interprtacion geometrica del ssema | 2% B

de sstemas homogéneos con m = 2 ecuaciones y n = 2 incognitas.

Se trata de una fami

Cada una de las ecuaciones representa en el plano una recta que pasa por el origen de coordenadas.

1 deerminante de fa matvi de oscosficemes e |A] = | | = ad —be.

En el cilculo del rango de la matriz A de los coeficientes se presentan dos casos

1) Siad - be = 0, ¢l rango es

dserr = 1 <
1 grado de lbertad).

patibles ¢ indeterminados (conn — 1 = 2

o o s 80 s oo & = &, o s s cn

plano dos rectas coincidentes que pasan por el origen de coordenadas.
2.

2) Siad —be # 0, ¢l rangoes 1
'

.
patibles (admiten unicamente la solucién trivial x = y = 0).

U O

el plano dos rectas que se cortan en el origen de coordenadas.

Las I

n

axtby=0 axtby=0

xtdy=0



TEMA I-5.1. Método de Gauss

y sistemas de
ecuaciones lineales
Ejercicios resueltos

1. Sistemas compatibles y determinados

ot i e G et (125 15
Ak

2 3 1
=l 2

13-11 (=10 | [O0T 2 1

Led-leh et f12-10 ) 02 2

2
00 3-(-(n-2]3-2-(0-1 1[0 0B

I
'
0
0

X=y+ 220
El sistema s ahora: i1
.
Como el determinante de a matriz delos coefcientes ¢s —6 # 0, ¢l rango es = 3y como 1
el teorema de Rouche se deduce que se trata de un sistema compatible y determinado.
En la dlima ccuacién se obtiene: z = 4.
Sustituyendo el valor de z en Ia 2? ecuci

y-8=
Levando los valores de z ey a a 17 ecuacién: x —3 — 4
Son soluciones: x = 7,y = 3,2 = 4,

2. Sistemas compatile ¢ indeerminados g
it o st o tima (55237
P
Nota: A primera vista se percibe que la 2! ecuacion y la 3! se obtienen, respectivamente, al multipli-
car a1 Geuacin por —1y por 2. Se sabe, pues, aue ¢ un sistema compatble  ideterminado.
7 7
I
) 2 :
0 1A= ) 1)L @ 0| o
0 12 12-2 00 0o
AN (NI
xey ez
Elsstema s ahors: 020 - xoyrz=t
o

Nota: Ei j
Rouché para dicho sistema:

m=l<3=
2= n; por consiguiente:



lam-

5y

Son soluciones: = n; vm, va.

en el método de Gaus se presentn identidades 0 = 0.

. Sistemas incompatibles

xey-2-0
Estudiar por el método de Gaus el sisema | y + 2 2
yero1

Nota: De crra , va e suma de dosnimeros,
¥+ 2,10 puedese, a la ver, 2 1.

o]
o i \
0 -0 e |i2-00 |[M T 1 7]
o ra0t o0 [o1

Como 0 # 1, se rata de un sistema incompatibl.

incompatibles, en que senalan
Qe son sistemas aabsurdos.

Sistemas con mayor nimero de ecuaciones

Estudiar y resolver por el método de Gauss el sstema.

En este caso: m

§ogh B 3
L = — P
P e
il L PT————
7 =

o sistema es: y-2=-1

BEf=aI=y



‘Como e determinante de Ja matriz d los coeficintes ¢s | # 0, el rango es ¥ =
lteorema de Rouché e dedoc e de s st compae st ot st

Elsistema pasa aser: | y

La solucién es:

2y=

P
(filas) aproporcionales».

5. Sistemas homopéneos compatibles

. 0
e m——
: a0 b s
=3 0 0 ™
e e R AT B L
o : ;
- -1
R v
como | [ =-3 0.1 25 camon = sl e e Rt

temas homogéneos, s deduce que es un sistema compatible.

Si e considera como pardmetro x = 1, e tiene:

Son soluciones: x = 1,y = 1,2 = 0, VL.

‘Gauss aparecen identidades 0

6. Sistemas homogéneos incompatibles
+3+2:=0
Estudiar por el método de Gauss el sistema homogéneo. zy —zm
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- 2=0
=0

X+ yenm
Bl sstema pasa a se

Elderminane el i d o cofees 6 .0
ango & = o, por el teorema de

Unicamente admite la solucion s

alx =0,y =0,z
En sistemas lineales homogeéneas incompatibles, en el método de Gauss aparecen todos los pivotes
distintos de cero.

7. Sistemas homogéneos con mayor nimero de ecuaciones

* Estudtar y resolver por el método de Gaus el sstema homogéneo.

Xtytze0

o]
0
1o o
4ol 110 Eisiemapaaasern Tt -
[ ] o
v 3 el g e vt de s s 1 9 0y clrngo o
. < 3. Como . ol e d Rowté s e a0
[TO TGl i tomortrs compeis
v 0 2o
o

S6lo admite Iasolucion &

Solucién de los ejercicios propuestos

por
ecuaciones ineales:
xeyszu

Heyozet .
PN i Sl
v # I [xZyreiuso
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El sistema equivalente en forma triangular es:

De a tercera s

se ded

De la segunda se obtine y

De la primera resula x =

Las soluciones son x =

)
|
=]

Bima

wce 2

i

el
n, el sistema es compatible y

n
HEL AT fad
E 5

T
[T P )
et )t T
1

Bl sstema equivalente en forma triangular es:

Hoys 2= 4 (D-y+z
y-d=2 =

Bl o e e A v o
S[Al =7 ¢ Oy hinti

Sustituyendo el valor de 2 en la segunda ecuacion, s deducey = 32 =2 = 3 = 2

)

3
ol sten & compailey e

minado,

Reemplazando los valores de 7 ¢y en I primera, se obtiene

9o

244 _1-144
2 2

Las soluciones son x = 2,y = 1,z = 1

x oy oz o Bl sistema equivalente en forma triangular es:
[ S Y} Xty ozt

P o

oo
I

v R )

0 2 0 2 |4
o 10 112

Elrango de a maiiz A de o cocficints s 1

T 0 Tlo et =3 m-m«au
0 5 g conel teorema de Rouché,alsr t = r

00 o0 B0 arado de libertad).




Considerando como parimetro u, u = 1

z=u=t y=2-

2-u
242

d-y-z-u=d-241-

Las soluciones son x

. para todo valor real de €.

Discutr y resolver por el método de Gauss los sistemas:

wfrynin

x—y+

ol b
@ =2
RS AT

sz

Por el teorema de Rouché, al sr

n, el sistema es compatible y determinado.
Se aplica el método de Gauss al segundo sistemas

y x 1 ema opivleteen forms dingonal s
@] WL L

2 1 ox = 2 ¥
C_@ g

'
Las soluciones son x = -,y =

Nota: resolucién
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El sistema equivalente en forma triangular es:

x-y- L
2+ 2 Syex-z
B i 2 . T
Sl corama e Rouché, sl s = £ = 2.<'3 =, cl tema s compable ¢ ndtemi-
nado (conn — 1 = 1 sado g berady.
Aplicando el a par
disgonal
y
2= 1, para odo valor real de 1.
g & 9 @ El sistema cquivalente en forma tiangular es:

{ (s

1
(ema es compaible y deter-

= 3¢l rango

El sistema equivalente en forma escalonada cs:
2410y 82+ b= 2
2y 10— Bue 2 -

— 82+ 160 = 16

—g 16
= | 10— 2y - Bu
—s 0y 42+ Gu=

128



esrt =3,
Segin ¢l teorema de. Rnu:M alserr = n, e sistema s compatible ¢ indetermi-
e e s v,

Aplicando ¢l método de Gauss al segundo sistema, considerando como pardmetro u, u = t

: oy x
B0 o o [e-is Bl s ivaleste en forma diagonal es;
02 0 | 2+m

| 2-6

y 144
1536 = 2304

L slonssnx = 313 = 34 1222 241 e todo vl e

#hoox 7, 2 El ximmaeqmv-lenmtn forma triangular es:
CR ) Bty dz=
b A _! Lfaye =3,
4| e y+ax4 dz=9
0 |1

ES 13 [ 3]  Eirango delamatriz A delos ocficines s = 2l rango
del liado A® est*
0 7 4 | 3

ché, alserr =1° =2<3
[0 o @[ o] ndetcrminadoonn—r=

& mum. prmas
2= 1 grado de libertad).

B I iagonal cs:

2y = 3o
—168% = 192 + 96t

192+ 96 8- a4t
Toes 7

. para todo valor real de t.

7 = - kS El si ivaler fe le
PN ——
M1 1] s '

x+yrz=l,
0=12




= 1; el rang i
#2 =1, el sistema es incompatible.

iz A de
Segin el teorema de Rouché, al ser ©

Nota: No es necesario determinar los rangos de las matrices A y A" para observar que el sistema

X+ + 2,00 puede ser a
laver1y3)

El sistema equivalente en forma triangular es:

xenene 1,

Elrang el matz A de o cofients o1 ~ 3 rango
% mpinin A" 11° = & Por e oo de B
ché,al 4 = v, ol stems et Incompatie

Nota: falsa
0= 108 para detecminar que el sistema es incompatible.

El sistema equivalente en forma triangular es:

1 rungode iz A d o coeicente 5 = 2il angode
A*est” = 3. Segin el teorema de Rouche, alser
el sistema es incompatible.

G e b ovends s ropescion a0 = 5.

El s en f Jar es:

Jadyaza 4
6= 0,

Elrango dela matris A de o coeienies ¢ = 2l ango
de iz amplida A* 1 = 3, Por ol torem d Row-
i fma o ot

Basta obscrvar que sé ha obtenido la proposicion falsa 0 = 108 para determinar
tema 8 incomparble (1 ropis cuaiones dlsstema ndian que e foosiigbnd
3¢+ 3y + 2200 pucde ser alavez 4y 8)




boox oy e Bl sistema homogéneo equivalente en forma triangular es:

3. Porelieo-
rema de Rouché para sistemas homogéneos, al ser = 3 = n,
el sistema es incompatible.

EI dstema admie inicamente lasolucién tivialx = y = 2 = 0.

El sistema homogénco equivalente en forma wiangular es:

2. De acuer-

do con el teorema de Rouche para istemas homogéncos, alser
23 = nlsisema cscompaie

n-r=3- 2 I grado de libertad).

., para todo valor real de ¢

wiangular es:

El ango de fa matriz A de los coefcientes es1 = 4. Por
1

n, ¢l sistema es incompaible.

El sisema propuesto admite inicamente a solucién tri-
Vialx =y =z =u = 0.
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Dependencia
lineal en R?
Aplicaciones
lineales

TEMA 1-5.2.

Ejercicios resueltos

1. Indicar para qué valores de  los vectores w = (1,1, 11,¥ = (2,2, yw = (t,0, 0 no forman una
base de R,

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

Silos vectores uw, v w o f b

0B n=0mi-2)

12
120
oo

2 (5,,2) = (.9, o ) determi-
oo S
‘Aplicando Ia condicion del enunciado a los vectores de a base candnica de R':
f0,0,00= 1,06 f0,1,0= O 10,0,1) = 0.0,

1o 1o
La maiz asociadaafes: |0 1] = (w20 1] =y,
00 00

¥
it

3. Seu ln apluia el €K'= K dfinida or £1,0.0)= (1, D, 10,10 0,0y
2.

10,0, Culeular su imagen  su miileo.

I
wmsessanss (18] = @ (3 8] n
i i
"
1o
ox ®y inagen

estodo R
imf = R

El nickeo es el conjunto de vectores de R cuya imagen es 0, 0); por tanto:
0

YU R —

xty=ot) ya-t—xm-ttu=t

12s | = stetcunnwen,




Soluci6n de los ejercicios propuestos
1. Probarque R e un cspaio vestoral sobre o cuctpo R.

Se considera el conjunto R = [(x)
s i i oo d v

€R ey € R} de pares ordenados de mimeros reales que

@b = cd) @ a

b-d

Enlconno e conddrn s apradn e dcin (4 I peracén exerne il
i () sobre el cuerpo R (multplcacion de clementos de R* por elementos —escalares— de R),

et

Adicion: (8) + (€d) = @ + ¢,b + ) € R%, V(ab) €R'y Vied) € R

cion: A+ @B) = (h-a, A+ D) ER% ¥(ab) ER'y VA ER.

la estruce
tura de espacio vctorial sobre el cucrpo R. En efecto:

1) La operscien interna adicén verifca las propiedades:
« Uniforme: v(a,0) € Ry vi(c,d) € R se verfica que
@b +
de acuerdo con a propiedad uniforme de 1a adicion en R.

* Asociativa () € R, ¥(c.d) € Ry Vi€, € R se verifica que

(84 ¢,b + d) € RYes un clemento dnico,

@)+ (e + @01 = (@b + @] + @0
en efecto, operando en los dos miembros, s tenc:
@)+ led) + @D = @H + EredrD=@rcrebrdn,
() + ] + @D =@rebrd+@)=@rctebrdsn
esd i

« Conmutativa: ¥(a,b) € Ry (c.d) € R s verfica que
@)+ () = @+ e b+ d) = (e +a,d 4 b = 6d) + (@b
de acuerdo con I propiedad conmutativa de la adicion en R.

. Y iion, ol que ¥(a,b) € R se
veifica que

00+ @b = @b + 00 = @b,

en virtud de I propiedad de 0 € R como elemento neuiro de  adicidn en R.

« Existenciade vector opuesta: ¥(a,b) € RYexiste un veetor (~2,-b) € R, que ¢ 5u 0puesto tes-
pecto de la adicion, tal que

@h) + (-2:-5) = Cacb) + @b) = @ - ab—b) = 00,
de acuerdo con 1 propiedad del clemento opuesto de a adicion en R.

2) L operacién externa multiplicacion verificala propiedades:
« Uniforme: v(a,0) € R*y VA € R se verfica que
A (@b) = (-2, A+ b) €R es un clemento tnico,
de acuerdo con I propiedad uniforme de la multplicacion en R.



* V(1) €R% VAE Ry Vi € R se verifca que
B @B =[O+ W OB = hat

SO G aa B = A @)+ @b
en virtud de a propiedad distributiva de a multiplicacion respecto de Ia adicion en R.

WAcb o) =

V@B ERLYAER y Vi€ R se v
O @b = O a ke b) = A b) = A ke @b
de acuerdo con 1 propiedad asociaiva de la multiplcacion en R..

ifca que

* ¥@b) ERY v(c.d) € Ry VA € R se verifica que
ML) + €Dl =A@+ eb+d =D @+ Ar b+ =
SOa A A bR D = A an b+ A = A @b+ A ed)
en vitud de a propiedad disributiva de ka muliplcacion respecto de la adicion en R.

* Viab) € R se verfica que
1a,1:6) = @b,

de acuerdo con Ia propiedad del elemento unidad de a multplicacion en R.

Por tanto, R? s un espacio vectorial sobre el cuerpo R.

2. Demostrar que R* admite dimension dos.

@ deR? que base de R,

Los vectores &, = (10)y & = (0.1)de R? forman una base B = ey ;] de R, ya que:

« Los vectores ¢, y ¢, son linealmente independints; s deci, k, - € + K + & = 0 s6lo se cumple
K=k = 0.

Enefector k- (10) + k- 0,1) = (.0) + Ok = (k) = 00 sélosik, = ky

. -ane
combinacién linea de los clementos de B, v = a - € + - 5.

En cfector (1) = @+ (10) + 8+ 01) = (@) + OF) = @f) = a=xB=y.
Por tanto, R es un espacio vctorial de dimensidn dos.
libro de tori i y para que

Nota: Segi
Tos vectores a,
de cero.

Por consiguient, 0s vectores (1,0 y (0.1 forman una base de R, por
3. Los vestores (1, 1, 1), 0, 1, 1)y 0.0, 1) de R, iforman una base?
La condicion necesaria y sufcente para que Jo vectores (1,1,1), 0,1,1) y (00,1) formen una base

de R es que ef valor del determinante que forman sea distnto de cer

Como

Vi
01 3] 1 s s
HE
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4. gForman una base los vectores (2, 1, 2), (3,2, 3y (5,3, 9) de R'Y

‘Aplicando el criterio anterior, se tene:

20415+ 18-20-18-15

Por tanto, dichos vectores no forman una base de K.

5. Enel ek . zalgin par de vectores s

ejercicio anterior.
@) Para que los vectores (2,1,2) y (,2,3) sean linealmente independientes la igualdad

K212 + k- (0,23 = 000

s6l0 debe cumplirse para k, = k; = 0.

2%+ 3 =0 -
La iguakdad anterior equivale al sistema homogéneo [ +2dgmo =~ [Hit =0
43 =0 v+ A =0

El rango de la matriz A de los coeficientes s r = 2. Segiin el teorema de Roucheé para sistemas
ot dserr =2 i ible y dni i

K = ks = 0.
Por tanto, los vectores (2,1,2) y (3,2,3) son linealmente independientes.
) Para que los vectores (2,1,2) y (5,3,5) sean linealmente independientes la igualdad
K- @12 + k(3.9 = 0,00

ha de cumplirs solo para k,

Ay 4 Sky =
K+ 3 =0

2
a igualdad anterior equivale a sistema homogénco
miwle

Bl ango de It A o cofnes 1 = . Por o eren de Rouché parssstemas
nnmom.m. n, el sistema es incompatible y solamente admite a solucion trivial
k= ky = 0.

Pcrvmnillm:nlty los vectores .12y (53.5) son Iinealmente independienes.
) Para que los vectores §,2,3) ¥ (5,35 sean inealmente independientes la igualdad
K- @23) + o+ (539 = 000)

5610 debe cumplisse para k, = k; = 0.

-0
Lo ildd s sl a istems homogioes {zh R0 (hrmee
I+ Sk =0 3k = 0.
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Nota: i
cio anterio, es linealmente dependiente.

El rango de Ia matriz A de los coeficientes s 1 = 2. Segin el teorema de Rouché para sistemas

K=k =0
Por tanto, s vectores (3,2,3)y (5,3,9) son linealmente independicntes.

6.2, 63.9) por

6
R, por los vectores

par - a8,
W2,3yy = (1,3,-1).

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

nacion lineal e ambos. Es decir, existen esalares ay f tales que (38) = a - (123) + 8- (13-1).

La igualdad antri

sea compatibl, para o cual ha de.

a+
equivale a que el sistema | 2 + 38
-

de acuerdo con e teorema de Rouché.

ha de ser cero el determinante de orden

omo g de .t A dc o oefiints £ = 2 parn que e g de b i amplinda
=2 3

[
203 8[=342-6-2+8-A=1-120 = =1 = x=0G8N
3

Astpues, elvector x = (38, a2y

yv = (3.

7. Hallar en R* la ecuacién del subespacio vectorial engendrado por los vectores a = (1, 0, 1) y
b= (10

Tos vectores v = (x,y,2) tales 0D + 8- (1,10,

para algin a y algin 5.

L

y=8

e

pacio vectorial, cona € R y f € R.

pliada A" sean iguales), como £ = * = 2, el determinante de orden 3 ha de ser nulo:

0sz4y - xtyez=0

2 = 0esla ccuacién implicia del subespacio vectorial



8. Demostrar que en R?los vectores de la forma (x, ¥, %) forman un subespacio vectorial de R.
Nota: Siae A, beAykeR, basta probar quea — b e Ay que k -2 € A, siendo A el conjunto
de los vectores.
55X il 6 s 0 i 50 6 e o e
tienen iguals las coordenadas pr
Sean do vetoes clesuiers, peraneienies 8 4,8 = (4 3 %) EAYS = (5 3y ) € A,y un
nimero real, k € R.

De acuerdo con el ritrio expresado en la nota del eercicio, s tenes:
Y%y = %) € A, ya que l vector a — b tiene

) (5310 ) = 06, ¥5,%) = (% = X,
o s s e
DR f k) o (k% ke 33 K50 € A poie s coornadas ey e de
vector k - a son

anterior, encontrar Ia base B = (u;, uj para la cual

[E3g=msm
G2y

9. Para el conjunto A del e

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)
Muliplicands i 1y los de la segunda por 2 y sumando
1as ecuaciones resultantes, se obtiene:

Grgmem . (om0
6. + €46
Despejando u, en la sel.umh ecuacion del primer sistema y sustiuyendo en ella el valor de s, se
deduce:

w22, = (29 -2 (LD =G2) -2 =001

Hay que comprobar que u,  u; pertenccen al conjunto A y que B = [u, ] ¢ una base de A. En
efecto:

=3 -
e LD =

1) 0y = (1,0,1) € Ayuy = (1,1,1) € A, porque ambos vectores tenen igualeslas coordenadas pri-
¥ tercera.

2B = [uy uy) e una base de A, porque:
* Los vectores i sonnme ndepndins s, 3y + 4y = 0o s cum-
plesiky = ky

En efecto

K (L00) + e (11 = (0K + (a K ) = (ky + KooKy + k) = ©0,0,0)

ktk=0
La dlima igualdad equivale a sistema homogéneo K=0 -
k+k=0

Ktk =0,
oo

K = 0. Por tanto, los vectores u, y u son ineal-

Bl st o adiea o i &
‘mente independi

i . €
como combinacionlineal de Ioselementos de B, v = a -ty + 8- .
En efecto:

30 =a (L0 + (L 1) = @0.0) + (650 =@+ hhath

137



10.

Igualando las respectivas coordenadas, se tiene:

atp

x=a+B
Por consiguicnte, queda probado que B = [uy, by es una base de A.
Discutir para qué valores de a los vectores u = @, 1,2), v = (1,3,2)y w = (2a, 1, 0) son lineal-
mente independientes
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)
Para que los vectores u, v y w sean linealmente independientes la igualdad
kutkey i keweko@l,

2+ Kk (1,8,2) + k28, 1,0 = 0= 0,0,0)
S6l0 ha de satsfacerse para k; = k; = k

ak + Kk + 20k,
La igualdad anterior equivale al sistema homogéneo |k, + ak; +  k
-2, + 2%
Para que los vectores u, v y wsean I i st antrior ha de
i 1a solucion rivial k, = k; = k, = 0). Por el tcorema de

tes debe ser distinto de cero. Por tanto

at
Pal|=0-2+misi-2-0=as2n-2%0
220
Los vectores u, v y w son i Tos valores d ucion de la
ecucion
W 2-2-0 - Waa-1-0
L SlEVIEE _oiEs 0
i 0 PR e

Por consiguiente, los vectores u, v y w son linealmente independientes para todo valor real de

argvaz

Estudiar si son 0 no aplicaciones lineales de R? en R':
@ 16y, = (5,0,
B RGy.) = (X yx by + 2
o 1, yi7) = (D)

cién de aplicacion lineal: }

D f@+b) = @+ [0 2) [

=t
En los tres casos se considera & = (. ¥, 7)Y b = (X3, ¥, 2); por tanto:
B4b 0y z) + O e ) = (XY b 4 )
Aeash G z) = XAy z).



@ D) = Xt T+ ) = (%02 )
1)+ 10) = (0090 7) + (050 30,7) = (,0,2) + (2,0,23) = (% + %07, + 7%
por consiguiente, (a + b) = 18 + ).
2 10 = FOx Ay A 2) = X Oz
A1) = N 3070 = A (53, 0,2) = X, 0, A2
por tanto, f(A - a) = A~ f@).
Asi e, £ es aplcacion lineal de R en R
DD 6D = 1ty vy ez =

B RS R
@) + 1) = £0x,, 1, 2) + (03, 2, 22) =
=X X N ) Gk by Yt 7 =
SR N X Y TR n)
te, f(a + b) = f(a) + f(b).
F XAy ko) = (X Ao+ Aoy hex 4 Aoy, + Aoz
B N R
R R R
B N
por tanto, £(A ) = A - fa).

Ao pues, s apliacion lineal de R en R,
O D K6 D) =y et 4 ) = D+ 0+ (¢ 2
16 + 10) = T8y 1020 + sz 3o ) = (6 932D + 05932
=0 x4
como 5y + 1 % ¥+ 3y (e + 20 # 2] 4 T+ D) 8 @) ¢ ).
At pus, 10 s aliacion fncal de R en R

12, Estudiar i son 0 1o 3
@ . =y +
by = - yx -2,

aciones lineales de R en R

¥ e utiiza
R R R RS Y
1)+ 10) = 10,0, 2) + (Yoo 7) = 31 +2) + a3 + 1) =
St b
por consiguente, @ + b) = £ + f(0).
B R e R N
AT = N ¥ 2) = N ) = Nex Ao+ 2)) =
= xhey + Ay,
por tano, (A 8) = A+ f@).
Asi pues, € es aplicacion ineal de R en B2,




R R e (RS B RAN RSP E
SR Nt )

1@ + 10) = (00, %1, 2) + [0, ¥ 7) = 04 = Y %= 2) + (5 = Yoo ¥y = 72) =

O+ % = = Yax =7 = )
por consiguiente, (@ + b) = £(a) + ().
D IO = FO XAy Ao z) = (ex = Ay hex = Az
R e A N I
B N
por tanto, £\ a) = - f(a).
Ast pues, { es aplicacion lincal de R en R%.

13. Estudiar si son o no aplicaciones lincales de R’ en R:
@ Ry =x+y-z
By =2 -y 43
O y.2) = evren
Se procede igual que en los dos ejercicios anteriores y se utiliza la misma notacién.
L R
@+ 10) = [0y, 2) + G ya2) = 4 Y=+ Gt =z =

SntmENtn-n-

por consiguient, {(a + B) = @) + ¥

D) = Hx Ay Az = Ak + Aoy - A
AT = A 1031 7) = A+ 3 =) = Ak Ay = Aoz
por tnto, T3+ 8) = X~ F(a).

Asi pues, f ¢ aplicacion linal de R en R

L L O S T A R
)+ 10) = F0 31, 2) + 0 y2 ) = 20 = 3y + 32, + 2= 33 + 3 =
B T
por consiguinte, £ + b) = 1(8) + (b
D100 = 10 %Ay Az = ex Aoy + ez
NI = A H iz = Ao @y =y 4 3m) = e = Ay + ez
por tanto, F(r ) = A+ @),
Asi pues, f es aplicacion lineal de R* en R.
D) a4 b) = 0+ Xy, v b z) = ,
@) + 10) = (X, ¥1, 2,) + [0, Y3, 73) = 70 4 guontsy
COmo TIN5 U 4 uonon, (@ + B) % @) + TB).
Asi pues, f no es aplicacién lincal de R* en R.




14, Caleular 1 matriz de Ia aplicacion lincal  : R — R, respecto a 1 bas iendo:
L1 = 6,4,9,10,1,1) = 23,9y (0,0,1) = (1,2, ).
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

S = , i CRISR, abas ica, de ma-
nera que i (%, 3, 2 son s coordenadas de un vector, respecto & la base candnica, su imagen por f,
referida también a a misma base, viene dada por la expresién:

S )

Para calcular los valore de los elementos a se utlizan los datos del enunciado:

a + ay +

v A rtatan=d
(LD =0.49=010: -
a+ay + ay

G

Ay at
fOLD=@3H=01L0- |2 o ay| = fay+ay

i)

segundo Tos valores obtenidos en el tercer grupo, se obtine:

G=2-ay=2-1=5 aye=3-ay=

d-ay=4-3
Reemplazando en el primer grupo de ccuaciones los valores hallados, resulta:

e R

Gy d—an-a
3=

ap=S-ay-ay=s

B
ettt £, et o2 (111
123

15, 5B = fy ] Ia base candnica de R, y s consideran los vectores:

—aynee e
@) Demostrar que U = fuy, u y V = {vy, vy son bases de K%

b de inci de R, con base U,
en R, con base V, y defnida por f(x, %) = (8, %)

(Propuesto en la Univ. de Valladolid)

ANUma = OO w==n=0.0-0D= 0D

= 0 basede R
nante formado por u, = (1, 1)y uy = (1, ~1) sea distinto de cero.

Como ! 1] <=1 00,0 = e
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Dv=e-u=00-0 D=0 v-e+e=00+00 =D

Por la misma razon que en 1, como | | F | = 14+ 1= 240,V = vy v s ma base
P

5) Sea x un vector cualquicra de R,
i (51, %) son Ias coordenadas de  respecto de U se tiene que x = x,
Si (1, %) son las coordenadas de (x) respecto de V, resulta que () = %, - v, + % ¥y

Que T, %) = (5 %), base U base
V., indica que:

XM %
Susttuyendo v, v, ¥ us por sus expresiones, se deduce:

XD+ () = X (D) + x e (=

Tgualando las respectivas coordenadas, se iene:

X%

G +x L [ 0=0

R g

) es decir, los que

Por consiguiente, los vectores de R* pedidos son los que tienen la forma (x, X
tenen sus dos coordenadas iguales.
16. Sea £: R? — R*Ia aplicacion lineal, definida por:
£(1,0,0) = (1,1, 0, 1,0 =’ 2, Dy 10,0, 1) = (3,3).
Caleular Ia imagen y el niclo.
(Propuesto en la Univ. de Saniago.)

) Lai lineal £ R0~ ‘1 y) € R tales que
(®y) = 103, y, ). Bs decie:
f0,5.2) = f(x-01,0,0) + -0, 1,0 + 20,0, D);
10y, = x-£01,0,0) +y - £0,1,0) + 2-£0,0, 1)
D = x D +y @D+ 2B =+ 2+ 3x+ 2y +3) = (6Ly).
Tgualando las respectivas coordenadas, se iene:

Ly de R iginal (5, ¥, 2) en R

Por el teotem de Rouché,par qu el it s compatbeban d e igulsos rangos de
matriz A de los coeficientes y de la matriz ampliada A*

“sear® = 1, han deser

e o o i 2 e
i
ol

Las tres ecuaciones obtenidas se reducen a la ecuacion x* — y°

»

[ HEE "

¥
de R formado

Eorteto o bnngn de ot £ 1Y Rl g
por los vectores (37, X'} nen iguales as coordenadas primera y segunda.
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2) El nicleo de la aplicacion lineal  : R* — R i ¥, 2) € R tales que
£,y 2) = (0,0). Es decir:

REAE A ERRE R
ol i i P

que son las ecuaciones paramétricas del nicleo de f.

17, Bl homomorfismo f: R* - R* estd determinado por:
£(1,0,0) = (1,0, £0, 1,0 =
Calcular su nicleo y su imagen.
(Propuesto en la Univ. de Saniago.)

1,0y 10,0, 1) = (0,0).

1) El nicieo del homomorfismo f: R? -+ RY es el conjunto de los vectores (x, ¥, 2) € R’ tales que
13, 2) = 0, 0). Por tanto:
16,2 = (6 (1,0,0) + ¥+ 0.1,0) + 20,0, D:
000,00 4 y-10,1,0) + 2+ 10,0, 1%
1,0+ 20,00 = (x = ¥.0) = 0,0,

.2 =
fxon D =x- 0,0 +y
Igualando las respectivas coordenadas, se tene:

que es 1a ccuacion implicita del micleo de f.
Resolviendo Ia ecuacidn, considerando como pardmetros z = s ¢y = t, se deduce:
v
que son las ecuaciones paraméricas del nicleo de f.

2 -+ R? es el conjunto de los vectores (x', ') € R tales que

x . VERywsER,

2) La imagen del homomorfismo .
(' y) = 105, 2. Es desi

Para que un elemento (x", y°) de R? tenga original (x, , 2) en R el sistema debe ser compatibl.
inf torema de Rouché, par que e sstens sencompatible ha desr guls s rangosde

Ta matriz A de los coeficientes . de la matriz ampliada A

A*seart < I, handeser

Jy

v oo s G 3¢ orden 3
I3 o I3 o 5l

T —— o

Por tanto, la imagen del homomorfismo f: R? -» R? es el subespacio vectorial de R formado por
los vectores (x, 0) que tienca a segunda coordenada nula.

I ecuacion y’
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TEMA 1I-1.1. — Ecuaciones de la recta
y del plano
Ejercicios resueltos

L. Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto A 0, 1,2) y es paralela a la
x=1_y-2 '

recta X5 3

Un vestor de direccion de a recta dada es 2, 3, 9.
‘Como Ia recta pedida s paralca a la dada, un vector de
direccion de ella s, tambin, 2, 3, 5)

Dado que pasa por el punto A(0, 1,2), las ecuaciones en
forma continua sor

que son las euaciones paramétricas.

2. Determinar la ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(2, 3, 4)y tiene un vector de direccidn
23,0,

Segin la expresion (3), se tiene:
a2 3z

-4
7+ @0 tiene senidon, ya que

el denominador s cero.

Anora bien,

En Ia figuca se observa que la coordenada 2 de
oo puntodelaeta s s or o qe s i
ran ccuaciones de la rect

LIRSS et de s

3. Determinar las posiciones relaivas de la recta ~—
plaos y de los ejes coordenados, segin los distintos valores de v,, v, ¥ vy,

Sl e Dy e e s End o d e

b= % = 8y = 0,larec
pasa por el arigen de coordenadas; su ccuacin es —— = = = .

S e s coodenadas e vetr de i e o, on rcas J—

v =0 gm0 sy =0

= y=u z=3,
paralela al plano Oyz paralela al plano Oxz paralla al plano Oxy.



vector ion son i elas a los ejes coor-

=y
(x yeu

y=n iy
parateaal e Oz paraeia l e Oy paraea al cie Ox

Ejemplo: | = % e una rects paaie e O, irscsion de o plancs x = 21y = 3,

(Véase I figura siguiente.)

4. Escribir la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y es pardlelo o las rectas
x=3_y-1_2-8

(Propuesto en la Univ. de Salamanca,)

Vectores directores de las rectas son (2, 3, )y (1, 1, 1), respectivamente.

L
del plano (2,3, 4)y (1 1, 1. Como pasa por el origen (0, 0, 0), por (6) su ecuacion es:

—0y-0z-0
2 3 4 |=0mx-2y+z=0,




de los

O, ey -

@ AQ L3V 2,22

p—

3) Despejando x e y en funcidn de z en Ia ecuacion continua, sc consigue 1a ccuacion reducida:

A -D =+ x4

25 -1 =2+ 3) 2y+2-2+6

) 1) Ecuscién coniny

x=2
2) Ecuaciones paramétricas: | y = -)

=2
3) Ecuacion reducida: - .
[ y=%

(LT ————

para

.
« po (1,-1.0)



by i as coord
‘nadas de dos puntos de I ecta.

x=2:0-1a1 .

Pz e [X2207 12 74 o Acch20n
¥

pnee s (3225050 < pmenai.

LT ———

= bx=

Procediendo como en el apartado o del cjercicio

se obtienen Ias cuaciones paramétricas:

cenen,
)iy=X\
Saea
Son i los e s d etors:
0 0.29.0.1.2 e
Pax s rops
0 1,2
0 Como % - 2, s vestare o s pritn.
wad ol L i
T P I N —————
€] o, .
S S, 5 co e 35, b ¢ i, oo n o s
@ AQ, 1,2, 10, -1,2),5(1,3,2; ) A, =1,2), 70, -1, =3), 8(-1, 2, -3).

el plano, Ia ecuacien veetorial de ése es:

BN s () = @aa) £ M) + ks,

@ 1) Las ccuaciones paraméticas del plano so

x=04+0+4
Sy loae -

24202

3
y=1=A+3,
=244 2




Por
¢ g 1t mu e o coefiients y o eng £ de 1 iz amplida ban d e gl o
nime terminadas (¢ ); por tanto, el determinante de orden 3

01 x
-3 y-1
22 2-2

=042y ==X 6x—0+ (-D=2y-2-8c+ 2

B decr, Ia ecuacion general dl plano s: ~8x + 2y + 2 — 4 = 0.

) Procediendo como en el apartado anterior, se tiene:

x-1
Argayrl
A-w=z-2

0436+ D+ = D 6=+ 0= 2=2)
Es decir, la ecuacion general del plano es: 9x + 3y — 2 — &

() s ot it 4 o Gt o s A 2 9 o vers
u(l, =1, 4y -2).
PO —

Procediendo como en el eercicio antrior, se tenc:

lereg

s s o

1ox-1
1oy -2[ =@ +4r -2+ 2 - D=4 = D 20 -2+ @3 =0,
4 23

B decr, Ia ecuacién implicita (general) del plano es: X — 3y — 2 + 8 = 0.

(3 a1 cuaci del plano quecotaaos s s
g coordenados en puntos scados & disancia 4 de
origen.
(Propueto en o Uni. Autdnama de Madrd)

Los puntos de corte del plano con Iosejes coorde-
nados son (véase I figura adjunta):

AGOO; BOAD: CO,
Dos vectores del plano son:
AB = 040 - (00) =
AC = 003 - @0.0)

~a0).

P
‘paraklos; por tanto, el plano queda determinado por
Pyt o
Ry ey




0~ 04 @~ ) =0 +aly + &

Es deci

la ccuacion gencral del plano es: a’x + @y + a2 -

0~ xtytz-

() P maconi i n e oo s

se halla

Por consiguiente, un vector de direccidn de Ia recta es: v(2,~1,1).

) Despee
tinua de la recta:

(3 Esribie s cuaciones paramétrias de las dosrestas anteriores.

Procediendo como en el apartado a) del ejercicio 1, se obienen las ecuaciones paramétricas:

() st o [ 25732570

¥, expreséndolas en funcin de 2, se tiene:

200+ 3y

1 b dy=z-1
-3y

P 2 )

~y=z-5

O

Despejando la coordenada z en las dos ecuaciones ¢ igualando las expresiones obtenidas, se halla la
ecuacién continua de la recta;

z=x47=y+5 o

Por tanto, un vector de direccidn de I recta es: v(1,1,1).



@ Pasar a a forma conina laresa 3731870

Eliminando la coordenada y entre ambas ecuaciones, se tiene: I 7

ST — . L

La i =

P R pR——

@ Halar 1as cusciones paramétricas de 1a reta intrsecién de los planos x + y = Sz + 4 = 0y
Yu-te0

(Propuesto en la Univ. de Baleares.)

xty-Sz+d=0
Lo ceuscion de larectaest [ 3.0 073 470
hall . I
ciones) e igualando los dos valores de z:
K
xbys ok o o, M543 4
-y= -2l = ) 3

R Ok et U Vo |
[RI32RT o a0y

1 ecuacidn continua de I recta es: —3— =
T

‘métricas de la recta:

x-2y=0

Tly-2+4

(Propuesto en la Univ. de Granada.)

Se halla en primer lugar un vector de direccién de cada una de las rectas.
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La ecuacion continua de la recta por tanto, un vector

de direccion de Ia recta r

A+2
A LeswiloL).
3

T

Dado que el plano s paralelo a las rectas y s, también 1o es a sus respectivos vectores de direccion
e, v y w son vectores del plan. Por tant, el plano queda determinado por cl punto P

vy wi es d
¥ los vectores v y w.

xelsatp e
Ecuaciones paramétricas del plano: [ A
(RS e A+w
41 x-1
2l y-1f=4E-D+G-D2x-D+ =D -4y -D-2e-1)=
[

0~ x-y-2+2=0

s decir, la ccuacion general del plano es: 3x — 3y — 62 +

Nota: L

s dos e idntand0 - 0, por et
Porsonie (ucaen  dos nas e
@ Halla accuacio del plno que passpor e uni (1, 1,2y e paalel a o esas
Bay=0  (m-zet
x4z Y ly—z=-

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

Procediendo como en el ejecicio anterior, se tiene:

La ecuacién continua de la recta

de la primera recta es: u(1,3,~4).
por consiguiente, un

La ccuacion continua de la ect | 3
vector de direccidn de la segunda recta es:

El plano queda determinado por ¢l punto (1,1,2) y los vectores u y v.

x=1+ A+ Atp=x=1,
Ecuaciones paramétricas del plano: | y = 1= 3 + 4 = | <+ =y 1.
z=2-+u Aru=z-2
[T
Sl y-l == -d - -3 =D 4 - D - =D +3E=2) =
41 2-2

Es decir, Ia ecuacion general del plano es: x — Sy + 4z — 4 = 0.
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(16) Obiner fas ccuacions de Ia resta que pasa por el punto A, 2, 2) y e pusalela a I reca

Se halla en primer lugar un vector de

z=x41

ER——

=L
z

de direccién de a recta es: u(1,2,).

Como la recta d es también w (1,2,1) v, 2l
por el punto A(1,2,2), su ecuacin continua cs:

@ Obtene las ccuaconesde I recta que pasa por el orign y s parael I recta

sy

recta, operando como en el ejrcicio 13, se tiene:

~2y= o2y

por tanto, un vector de direccién
de larecta es: w0,

Al ser la recta pedida paralel a 1a dada, un vector director de ella es también u(0,1,1) y, por pasar
por el origen, su ecuacidn continua es

0

Osérvese que s ran de la misma reca dad, (37772 =

Now Como & PR —

Y

i e o st X %,

cién de la recta dada lh recta dada. na.ﬂ Dﬁl e nnlen) ¥ que. pﬂr un punto sélo se. puadc lnw una
e et

e o v

@ Investigar i son paralelo os plan decada apar
Gx-yrza0xoyas; Bxey=ox=2

formado por i incompa
@ Se trata de un sistema homogéneo, con m = 2 cuaciones y n = 3 incbgaitas.
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=1 % 0, el rango de la matriz de los coeficientes es

=2 <3

e depen-

e e

b) S rata de un sistema con m = 2 ccuaciones y n = 3 incbgilas (recuérdese que son planos en el
espacio).

La matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A* sons

110 aL(1 100
asiook a-(io0d)
Como | 4] = 0= 1= 1 4 0, e rango de iz A s = 2 o de o mauiz A s
v
——— PEPTE

; ;
ro soluiones que rereseman todos o punis d a et comin 8 105 dos lance:
[ ———————————

e puede v aniile of st sitlend o dow o e .+ By x4 = 07

+ by
Tsmete, proporcionse; & docie 6 veric:

B

)
0 ComoL = =L+ 2, s s s aarai o s s

PRI R ——

) Hallar s ccuaciones de la recta que pasa por el
punto A1, 1,2) y ¢ paralea al vector v(2, 0, 3.
Dibujar a rect

Unvector de direccion de larecta pedida es V(2,09
por s paralela a dicho vector.

Como, ademis, Ia ecta pasa por el punto A(1,1,2),
su ecuacidn continua es:
y-1_2-2

Se trata de Ia recta ¢ de la figura,



Y]
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Plantear las ecuaciones de rectas que sean paralelas  los planos Oxy, Oxz, Oyz. Dibujar las rectas.

Las etas parela s éstos 0 adlos
yson, por i
son paralelas.

Por ejemplo, si dela al plano Oxy tenida en éste o en un a
¥ es perpendicular al e Oz.

Por consiguiente, las ecuaciones de una de dichas rectas expresan que una de las coordenadas (a

En las figuras siguicntes se represcntan las rectas y se escriben sus ccuaciones.

Paralela al plano Oxy: Paralela al plano Oxz: Paralela al plano Oyz:

fzem ¥y x=p
Lax+by =c. ’[ﬁm,: &y +he=

Silas rectas 7, 5.t estuvieran contenidas, respectivamente, en los planos Oxy, Oxzy Oyz, sus carres-
pondientes ecuaciones serian:

[y x=0,
ez =i oy 4hz=i

Nota: En el cercicio 3 de los ferccios resueltos d este mismo tema sc ha planteado la solucién de
este problema con un razonamiento diferente.

Plantear 2 lelas  Ios s coordenad

por Ios jes a los que no

son paralelas.
Por ejemplo, i una recta es paralela al eje Ox, es perpendicular a los ejes Oz y Oy.

En las figuras siguientes e representan las rectas y se escriben sus ecuaciones.



7| A 7|/ 7
Parallaal eje Ox: Paralela al e Oy: Paralelaal cje O
wfrse ©
2=

Eeox [J20 deor

@'. 4Qué cusciones inen s planos coordensdos?
Lasccacionesdefos lanos coorderados s
Plno Oxy:

; plano Oxzy = 0;

(28 st cumitn et o us contne 1 s = 2, parallo al vector de
extemos A, 0,0)y BO, 1,0) y pasapor el punto A.
(Propuesto e o Uni. de Saniao.)

E1 plano (x) pedido queda determinado por el punto A (2,0,0), un vector de direcidn de a reta ()
AC, sendo C un

L rectartine un vector dirctor w(2,3,1) y pasa por el punto C(1,10).
Elvector AC = (1,10) = 20.0) = (~1,1,0).

Por tanto, Ia ccuscidn del plano =

S omixay-Sz-2=0




falelo al vector AB. Ahors
{eas de eeeat o, ya e ) pmm nticoe 2l cirea A), debe contener también al otro
extremo. Por B han de verificar |

sea cierta.

Como 0 +1-5-0—
paralelo al vector AB.

~1 % 0, a hipdtesis del enunciado es falsa; es decir, el plano 7 1o es

@ Dados los puncos A(1, 0, 2), BO, 1, 3, C(-1, 2,0) y D2, ~1, 3, hllr la ccuscién del plano que
i pimos A pun :

(Propuesto en la Univ. del Pais Vasco.)

0,
los puntos Ay B y un vestor director de la recta definida por los puntos C y D.
B = (.19 - (102) = (-1,LD.

Un vestor de direccion de la recta CD es: €D = 2,~1,3) — (-1.2,0) = (,-3.3).

Un vector director de Ia recta AB es:

E decir, 1a ecuacion del plano = es:
¥y=0z2-2

[ 0 = m6x+ 6y -
3

=5

Sentanrearx o (11,1 4 -3 1,1}y = - 0.0, ). Hllr e cumci el o s pse
por el origen y es paralelo a ambas rect

(Propuesto en la Univ. de Alicante.)

Un vector director de la primera recta (1) es: w(2,1,-1).

Un vector de direccidn de la segunda recta es: ¥(3,0.1).

Por tanto, Ia ecuacion del plano ¥ es:

X=0 y-02-0
2 1A =0 = mx-Sy-3%

xy 2z
21 -1
30 1

30



Problemas
de incidencia
y de paralelismo

TEMA I1-1.2.

Ejercicios resueltos

1. Hallar la ecuacidn del plano que pasa por el punto (-1, 2, 0y contiene a a recta

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

El plano pertenece 4 1a radiacion de planos:

SN =90 @

. 2,0), as coordenadas del punto cumplen dicha ccuacién:
8

-2

Como el plano pasa por el punto (-

(1=2:240-3+X @ +3:0-H=0--8-3:1=0

Sustitayendo en (1

La ccuacidn del plano ¢s 3x — 14y — 21z + 31 = 0,

2. Caleular los valores de a para que sean paralelas las rectas

x=1

(Propuesto en la Univ. de Ledn.)

Paraay
Vector ditector de -

. 20, ). Vetor ditetor des: (-1

afa) = 1 (-t

82 = (-2~

%) = ()1~ -2

Paraa = +1ya = -1 lasrectas .y s son paallas.
+3

T3 "3 7 -

afirmativo hallar I ccuacion del plono que las conene.

2

=3

3. Estudior si r: - ys

Dos rectas determinan un plano si son paralels o se cortan e un punto.
La reca rtiene un vector de direcién (1, ~2, 1)y pasa por el punto A, =2, 1)

La recta s tiene un vector director (2, =1, 1) y pasa por el punto B(-3, 2, 0). AB(-5, 4, =1).

1,2
Como - # T #

0 son rectas paraleas

2
1

([T r———

2l
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s e, or llol - ) Por o, i e pao i
porlas dos rectas dadas s [segin (6)del

242 2-
1. 2
T

0.4 G-D2-D=G+2A+2+ =D +4

Yoy d-3=0mxty-z41=0,

4. Siendo 1 la reca detrminada por os ecuaciones | X7 3 = 2 =y P et plano definido por

. determinar m y n, de modo qu

24y em

a1y P sean secantes; ©) 1.y P sean paralelos; v esté contenida en P.

(Propuesto en la UNED,)

@) Para query
iado por las ccuaciones de 1 recta y del pano:

x—y-2=1 12 =
xtSy—z=0 | = [1 5 -ifs0-TmeBrome-Tn
Heyrm=n 21

Paratodom +

TN S —

9 Purt g P oo o s dene qu e compuiie, Lo, po o eorema do
¥a que e rango de la matriz de los coeficientes no puede ser

.

Por consiguient, en esta situacion se cumple:

2
=0-Tm 42 =0m= -2

1
1
2

)
Param = =2y para odo n # - a reta e plano son parallos.

o Pimauer s en s oo e e ¢ i paralo
al €5 necesario que = r° = 2.
2
Paam =~ 2y 0 = % tarecta et conend en e plano.

.. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1, 1,2) y se apoya en as rectas
y_z-1 y_z41

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)
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larectar. La ecua-
b viensexeesadapor e puni Pl 1 ) dos punis ualsquict de ¥ por ielo, AQh 0, )
¥B@, 2,0

301 =

SE=DEE D=3+ @=23 =0,
Fi—dy e d—6=0mx—ytzo2=0

10t 5 e o puio en o que s apoy o et
buscada en la recta pasa la recta s @
paramétricas y se susituye en la ecuacion del plano:

SA—rsn-

=
~HR L.
La recta buscada cs la determinada por los puntos P(1, 1,2) y H2, 1, 1):

y=1_z-2
T

2.2 [xn

6. Hallar las ecuaciones vector (1,2, 3).

$oels

-

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

L e e d i u 3,1
¥ pasa por el punto A

Se determina el plano = que contiene a a recta
yal vector v(1, 2, 3); e deci, el plano fijado por
el punto A1, =2, 0) —uno cualquiera de r— y
los vectores u@2, 3, Dy v(1, 2, 3):

y+2 2
3 1[=0-
2

“m—syszo17

S calcula el punto H, interseccién del plano con I recta v
=Sy k17
x=22+1

y=-z+2

ST ) =Sz D F 2170 = W= 2= Lx= - HE L.
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La recta s buscad e Ia que pasa por l punto H(, 1, 1)y tiene un vector de direccién v(1, 2, 3):

il

Soluci6n de los ejercicios propuestos

1. Obtener las ecuaciones de los lados del tridngulo de vérices 0, 1, 2), (-2, 1, )y (, =

La ccuaicn de unareta que pasa por dos puntos, A1) y BBy by, s

x-0
* Ecuaién de ado AC: 35

« Ecuacion de lado BC:

2. Hallar las ecuaciones de las caras del tetraedro de
vértices 0,0, 0), (1,0, 0), 0, 1,0)y (1, 1, 2).

Laecuacién de un plano que pasa por tres puntos no
alincados, A (a2, BO,b3b) ¥ Ceresey, est

Por tanto, la ecuaciones de la caras de un tetrac-

dro de vitices 0000 A0, BOLO) y
€112 so

020
0-0[=0 = m+2y-2-2=0
2-0
x=0 y=0 z-0
* Ecuacién dela cara OAB: [1-0 0-0 00| =0 = z=0.
0-01-0 0-0

Aol i s obsrs g lano OAD sl o coordeno Oy, Repoese s, €
o coordenado.

efecto, la cuacion del plano OAB es la de dicho



* Ecuacion de la cara OAC:

* Ecuacién de Ja cara OBC:

Dados los puntos AL, 0, 4), B3, 0, 1), C(Z, 0, 0) y D0, 4, 0), analizar s son o no coplanar
(Propuesto en la Univ. de Granada.)

deerminado por los otros trs.

Se halla, pues, la ccuacién del p AByC i ¢l punto D
st en dicho plano e dci, 5 su coondenadassatisfcen a

2
Los puntos A, By C no stin alineados, ya que 3 = 5 # 1y = 3

x=1y-0 2
Ecuacion del plano ABC: (3~ 1 0-0 1
221 0-00

o son coplanarios.

Obtener I condicidn para que sean coplanarios los puntos (1,0, 1, (1, 1,0), ©, 1, 1)y @, b, ).
(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

por los puntos (1,0,1), (1.1,0)y (0,1,1), puntos que no estdn alineados.
x=1y-0 21
1-11-00-1
0-11-0 1-1

Ecuacion del plano - 0= xtyrz-2=0.

s decir, Ia condicion para que Ios cuatro puntos sean coplanarios es: @ + b + ¢ —

Obtener las ccuaciones de a fecta que pasa por el punto (0, 1, 2) y es paralel 2 la recta

La ccuacién continua de I recta dada s: 2 por tanto, un vector director

wremdains 3,24 ovimvictn.

por el punto (01,2), s ecuacion continua es:
2-2




6. Hallar Ia ecuacion de Ia recta que pasa por el punto (-1,

0)y es paralela ala recta

La couaon comnua de f ecta £ 7 £ o tanto, un vector

director de la recta dada es: u(l,1,1).

Elvectoru(l, | i Como
1a recta pedida pasa por el punto (1,-3,0), su ccuacién continua es

x+1 -0
T

+3
L0 e xriaysaaa

7. Hallar la ccuacion de la recta que pasa por el punto (1, 0, 1)y es paralela a la recta
xty+z-3
Hoyiz-

(Propuesto en la Univ. de Suntiago.)

bas ccuaciones) ¢ igualando los dos valores de 2:

Hadyau46
H-dy=-z41

=T -2

1 ecuacion continua de Ia rcta dada es

A

e

El vector v(=3,-1,4)es también un vector de direccion de la recta pedida, por ser paralela a a dada.
Al pasar I recta pedida por el punto (1,0,-1), su ecuacion continua cs:

0

ze1
n

8. Hallar Ia cuacion del plano que pasa por el punto (1,2,-2) y es paralelo al plano de ecuacidn
~y+n-T=0

La condicion de paralelisma de dos planos, ax + by + ¢z + d = 0ya'x + by + ¢’z + &' = O,es:




Por otra paste, la ecuacin de la 1 de planos que pasan por un punto A (a3 es:
alx-a) +bly = a) + ez —a) = 0.

Por tanto, Ia cuacidn del plano que pasa por el punto (1,2,-2) es:
ax-D4by -2 +e@+2 =0

0, son paralelos ha de cumpli

Como este plano y el dado,

Sustituyendo a, b y ¢ en la ecuacion del plano que pasa por ¢l punto (1,2,-2), se obtiene:

—alc= 1) = 20y = 2) + oGz + 2) =

Simplificando por a, ya que a # 0, se hala la ecuacion del plano pedido:

X1y 44432460 = x—2y+ R4l

21
2

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

i desquiera de a recta dads
ccuacion se desea hallar, ya que I recta estd contenida en el plano.

Para ello se dan en Ia ecuacién

metro \.

parak = 1 ~ punto BG4S

Serata pue, de bl cuain de n lno quspaa o s puncs, 00000, AL Y BG4

que ng or tanto, a ecuacién del plano es:
x=0y-02-0| [|xyz
10 1-0 1-0f[=|1 1 1|=0~x-2y+2
3-04-05-0| |34

Puede hallarse también I ecuacion del plano  pe-

dido determinando dos vectores u y ¥, no parale-

los, contenidos en el plan = y sabiendo que el pla-

0 7 pasa por el origen

Bl v a3, en o v o e rn
el vector v = OP estd definido por un

Panio culauier P de diha recia o orgen

Como un punto cusuiersd . rcia da ¢ s puto P11, e vetor e e dei
or tanto,

Ta ccuscon del plano 7 e
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X=0y=0 z-0
2 3 4 S0 v xbZy-ze0 = x-2y+z=0,

xy 2
234
[

10 i i e s 1,00 s [737 3
i

(Propuesto en la Unis. de Valencia,)

Hlan dos puntos cualesquiera de Ia rcta, puntos que también estdn contenidos en el plano.

x-2
Para ) = 0: [y 3 = punio A@2,34) para A
H

Se trata, pues, de determinar la ecuacién
que no estn alineados. Es decir, la ccuacio

X1 y-02-
2-13-04-
3-10-06

T

Bty -6 18

~ oby--9=0

i1, Hallar a ecuacion del plano que pasa por el origen y es paralelo al plano determinado por el punto.
a ¥ la recta que pasa por el punto (2, 2, 2)y tiene por vector director (1, 2, 3).

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

1 plano = s ¢l determinado por el punto
ey e el oot
Q(2.2,2)y tiene por vector director u(1,23).
Elvector v = PQ = 2.2.2) = (1,-1,0

pertencce al plano

(L)

El plano = pedido queda determinado por ¢l punto
0(0,0,0)y 1os vectores u y v, ya que dichos vecto-
es pertencen tambin al plano x por sr éste par
ldoal v

Por tanto, la ecuaci6n del plano ¥ es:

0 y-0z-0| |xyz
o2 s 123]=0 - ssxey+z=0
o3 2 132
12. En el espacio R' Ve, Investigar hallar ¢l punto
de interseccion.
Z x=z+4
y=2+1

Dos rectas £y  de R? son coplanarias si se cortan en un punto o si son paralelas

. enun formado por compa-
tible y determinado.



4
241

241
y=3n+2

Como 3 # 5, e sistema es incompatibe; s decr,la recas 1o se cortan.

«Pana de ser propor-
cionales.

una de ellas

2
Como -

Por tanto, las sin

Nota: Dadas las ecuaciones paramitricas de las rectas 1y

a condicion para que las rctas se crucen es

woua-
wou ai-a

#0,

En el presente ciericio las cuaciones parameétricas d Ias rectas £y £ son:

214
Coma |3 2'7-2 0454 9-6-10-0 = 2% 0, s rectas s cruzan,
1100

213
325
1o

Es decir, las rectas no son coplanarias.

Estdiar E hallr s coordenadas
del punto comin.

@rxsysiysnel=d=l+

Brx-t-y-2-252y

(Propuesto en o Univ. de Barcelona.)



@) La recta  tiene un vector de direccion u(1,1,1) y pasa por el punto 0(0,0,0).
1
T
T
T 1

La ecuacion continua de Ia recta s s:

241
i por tant, tene un vetor

)

[
Como - = - = -, los vectors de dirccidn son proporcionales y as rectas son paralelas o
colncidentes.

z

o bin w110y pas por et puio A (- 5.

recta 1 ha d alas; es decir, las

e prucba si las coordenadas del punto O(0,0,0), perteneciente a Ia reca , verifican la cuacién
dela

2.04142:0%2:042 + 19082
Por tanto, as rectas .y 5 0 so coincidentes; son dos rectas coplaaris y parlees.
) La ret  tien un vector de diecidn u(l, 1,3y pas por l punto A(12).
La recta s tene un vetor directr v(,1.2)y pasa po e punto AQL2.3).

1.4
Como %5 #

i coincidentes

P3a-1] f130
Coma |1 1 2-2[=f1 1 0| =0, 1asrectas s cortan.
323-3] 320

Es decir,lasrectas  y s son coplanarias y se cortan en el punto A(1,2,9).

14, Determinar Ia poscion relativa de las rectas r:

a3z

2
x+ V2

(Propuesto en la Uni

de Alicante.)

La recta 1, tene un vector de direccion u,(1,1,1) y pasa por ¢l punto 0(0,0,0)
x+ ﬁ

La ecuacion continua de l recta ryse puede esci 3 - 252 por o, tene un

0

Vesor director 101,10y s por l puo AG-VE02).

2-VE+2 = 4= V3 % 0, lasrectasse cruzan.
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. Determinar la posicion rel

Nota: En a ccuacidn continua de I recta , aparcce - que o tine setidon, ya que ¢l deno-

bar
tor de a reta ;. Dicho vector puede hallase observando que todos los punios de 1a rect r tenen

¥ que, por tanto, . conlo.
que su tercera componeate s cero.

x=2- xty+zel=0
4 x=y-2-1=0

La ecuacién continua de la recta r es:

LA ———

u(1,~1,1) y pasa por el punto A(~1,0,0)

Es deci, la ecuacion de Ja recta s se expresa: | y _ 2+ 1
T

Por tanto, la recta s tiene un vector director v(0,1,-1) y pasa por el punto B(0,0,-1).

ALY Y01, fonales, las rectas no son paralelas i coinci-
dentes.
0 01 1ot
Alser T0-0fa|=l 1 0f=141—1=1%0,las rectas se cruzan.
[ 1t
Es decir, las rectas  y s 10 son coplanarias y se cruzan.

Determinar a para que las rectas ©y s se corten. ;Pueden ser coincidentes?

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

1) La recta  tien un vector de direccion u(2,~1,2) y pasa por el punto A(3,3,-a).
La recta s tene un vector directar v(4,3,5) y pasa por el punto B(1,—1,—4).
La condici6n para que las rectas se corten es:

s decir, 6~ 4) =324 10+ 12+ 40 + 4@ -4 =0 ~ 104 —10=0 = a=

Para que las rectas 1y s sc corten ha de ser a

2) Para que las rectas r y s fueran coincidentes tendrian que ser paralelas,
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o 2 -2 it i i S s i
el i, o i e e il s d

"
o pos us ccaciones b de s cspble y determinad; s dekr, s ecuaciones d 11 ;i
rectas han de tener la misma sol Por tant

1) Sustituyendo las coordenadas x, ¥, z de Ia recta s en la ccuacion de la recta , se tiene:

1+ 3
=

ard p—

3 _(4rsota
z

Resolviendo la ecuacién 2 — 1 = =3t + 4, se obtiene:

B4 e AeH=441 = =5 =

-

Sustityendo el vlort = 1 enla esuacion 2 — 1 = 2% cesoviendoa, s deduce:

4+a
2

s decir, las rectas £y s se cortan sia = 1.

2-1 Tra = aml

17, Averiguar para qué valor de m se cortan las rectas
4

S %
2 3

X+ 4z-m=0
Ylx-y-z+2=0
Hallar el punto de corte.

(Propuesto en la Univ. del Pals Vasco.)

1) La primera recta tiene un vector de direccion u(2,3,5) y pasa por el punto A(1-!

ciones) ¢ igualando los dos valores de z.

- x+ymozim L, S-msea
-y n-4 T WorAmod oz T i
g
m+2
Doadym e | . Sy—am-2 E;
ALY sy nema2 4 2 2E T

Ia ecuacion continua de Ia segunda recta es:

o e s e st o

e




La condicion para que las recas se corten es:

21
33
58
Esdecit, 24 + Qm +7) + 3(m = 9) + 3m -9 = 2@m + ) + 1220 =
s
- 2Siam=0 = me2n,
25 + 4m %
2
Para que ambas fetas secoren ha deser m =
2) Para hallar ¢l punto de cort, sol Is
o) 5 i v 1
de I segunda recta, se calcula l pardmetro A y e hallan denadas del punto de corte.
x=2+1,
Las ccuaciones paramétricas de a primera recta son: | y = 3\ — 1,
2= a

Susttuyendo x, , z en a segunda ecuacion de Ia reta segunda, se obicne:

200+ )= EA =D =N+ H+2=0 = ~h+1=0 = A=

ELpuntode corte e PO+ 1, = 1,5k + 9 para = -
3.1
2'T a4

(SzeA =3 410
1. Seanlasrecas [ 37 2300

el punto de corte

y

Demostrar que se cruzan para todo valor de .

'
0

hall
obtenidos:




SR

I ——

La recta s tiene un vector de direccion w(~5,,2) y pasa por el punto B(1.0,1).
La condici6n para que las rectas e crucen es:

s 0-1 5

Desarrollando ¢l determinante, se obicne:

>‘1573M’zx72«x’76+(5—n)

Como el valor

dis X (positivo o
o) e 1 e a1 0 T 7 s e o o G o

Se podria también resolver el problema sabiendo que si el sistema formado por sus ecuaciones s in-
: i ible, h

que determinar que las rectas no son paralelas.

St

Las ecuaciones paramétricas de la reta s son: | y
e
Sustituyendo x, y, 2 en las ecuaciones de a recta , s tiene:

s-n
SEAD SNSRI - HEEN =S (=B
3
M=SA1+2 = SR+ D=3~ m
is 3 un punto)
Ios dos valores de t han de ser iguales:

s-2 3 ¢ - Yo
B e e T o

‘Como el valor obtenido para X no esreal, las rectas 1 s no se cortan; por tanto, el sistema formado
i I i bl paralelas.

v vestia o et ds direcitn, Y510 w(-5,2), e o s 3, blados
teriormente, son o no proporic

“ a5 w A=l

'
kY
A
3 0= =2

Como =1 # 2, 1o existe valor (real) de A para el que las rectas sean paraleas.

Por consiguiente, lasrectas 1y s se cruzan para todo valor (real) de ).



19. Determinar \ para que la recta anterior s sea paralela al plano 2x + 3y — 2 + 1
Comolaresas el o anerio ha deer b

Tl lano 7, vecorde dsciondecl por s T
Glemplo o w50, st comenido en el planc:

El plano  queda, pus, determinado por los vec-

tote w y ABY por l punto A siendo Ay B dos
puntos cualesquiera del plan

K

'Dando valores arbitrarios  x e en la ecuacion del

se
llan s dos puntos cualesquiera A y B. /

=024 = punto AOO.1);
S0:2-24120 = z=3 = pumoB(L0Y).

0B - 0A = (10) - 001 - (0.
g ve
k=0 y-02=1] [ xy 2=t
e R ¢
T 1o 2
Bediin 2 4 27~ M~ 4 107 =0 B4 Ry =N 4RO,
Como el plano o plano dado son el mismo plan (sn colacdents), los coficenes respectivos
bt bl A ot
EY

La recta s:

es paralela al plano 2x + 3y — 2 + 1 = 0.

Nota: Se simplifica el cdlculo empleando el producto escalar, sabiendo que v(2,3,~1), vector cuyas

perpendicuar a & . por tanto, perpendiclar alvetor de direceion w(-5,1,2) de a recta s, va que
estd contenido en el plano.

Como los vectores v y w son perpendiculares, su producto escalar es nulo; es decir:
VoW = @D SAD = 2 4 M+ (D2= M- 1220 = A=

b A e e
La ecuacién de la radiacion de planos se puede escribir:

En efecto, cualquier punto de la recta 1 verifica la ccuacion de la radiacion de planos, ya que
04x0=0.
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¢l plano determinado por los puntos

31 B s poiin euvndo . rectn
A(1,3,2),B(,0, )y C(1,4,3).

(Propuesto en la Univ. Poltéenica de Madrid,)

La ccuncién del plano determinado por los puntos A, By C es:

x-1y-3 z-2| [x=1y=32-2
a0

o1

Es decir, -3(x = ) + (2= 2) + (k= D= -H =0 =
S oyezede0 - x4y

valores x, y,

i 1 i
2 de las ecuaciones paramétricas de la rcta en Ia ccuaci6n del plano.

Y P P S

2. Deduce i Lo =
¥ pesa por ¢l punto By, b, b) que 1o perencee . ™ ™
(Propuesto en la Univ. de Allcane.)

de'a recta dad idos en el plano cuya

-
ecuacion se desea hallar.

Par el s B i 222 =2 s vt ot k-
iy

IR LW LT, [, —

—-—

.

o

b, bos bon =0
m e m,
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Es decir:

R T BRI I e

L e ] sl ECE]
x=2ep | (xm-z+l

T SR g

Hallar a con

i que deben cumplir p y q para que las recas £ s estén contenidas en un plano.

Las dos rectas y s stdn contenidas en un plano s se cortan en un punto o

ble y determinado.

que se cortan en un punto, es: g — p.

de ellas.
x=2+p
%
E =T - wes
y=-z+3
x=-z4l )
s - T - v
y=2+q

5 i
como 2 2 o 1, s e d i o psion b s

contenidas en un plano, como rectas paralelas.
24, Determinar py q en el ejercicio anterior para que el plano pase por el punto (1, 1, 1).
B lano,ave coniene st ¢ del oo e, e determinade por o pl (111)

L yYL 2D que, por
Vién estén contenidos en el pla

Por tanto, la ecucion del plano es:

0~ -3y +uE3=0 - xby-
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Para determinar p y q basta considerar que el punto (53,0 de I recta 1y el punto (1,60 de 1 s han
de verificar la ecuacién del plano, ya que son puntos contenidos en él
Punto 5.
Por tanto, para que l plano pase por el puntd (1,1,1), p = -2y a
S0-(D=2
o anierior, pars que 2 et 1y  stén contnidas ¢ un plano,

1=0 = q=0.

#3-0-1=0 = p=-2 pumo(La il +a=0

Hatlr n condcion par e 32 242y

sean coplanarias.

x=241
y=-z+b

i

(Propuesto en la Univ. de Valladolid,)

Siguiendo el mismo proceso que en el eerciio 23, se tiene:

¥ determinado.

xea+2=241

243==4b 2=b-3

Para que el sistema sea compatible y determinado ha de ser:

R Lt DT R

i AT gue s FSEAS e SOPARATaS, COMD 51 QU € OTan €1 un PN, 5
n

-8
 Para que las rectas sean paralelas sus vectores de direccion han de ser proporcionales.

o

de ellas.
x=a+2
~ L.
yez+3
241
e - ~ va-L.
'
Comot- 4 1,

oo o pss

26. Hallar las ecuaciones de la ecta que pasa por el origen y corta a s rectas
y-1
3

y=z=1y 3 -z
(Propuesto en la Univ. de Solamanca.)
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. Dadas las rectas ry:

Se hallan las ecuaciones de dos planos = y x” que pasen por el origen y contengan, respectivamente,

por el origen y corta a las dos rectas del problema.

OA, siendo A un punto cualquicra de Ia recta 1.

La ecuacion continua de la recta ¢ + por tanto, tiene un vector director

¥
T

:
N [R R —————
El vector OA = (0,0,1) - (0.0,0) = (0,0,1).

Por e i i

x=0y-02-0| |xyz
PR 21 2|=0~ mx-2=0
o 0 1 001

0B, siendo B un punto cualquiera de la recta .

La recta s tene un vector director w(2,3,1) y pasa por el punto B(0,1,0).
El vector OB = (0,1,0) ~ 00.0) = (010,
Es decir, I ecuacién del plano ¥ es:

0y-02-0
3

2
o1 0

0 -

xy
23
01

1
0

(2

La interseccion de ambos planos es la recta t: § = x =12y = 2 que pasa por el

rigen y corta a las dos rectas dads

0 L (x-y4z
oy 30523

H4y-2+2
la recta que sc apoya en ambas y pasa por el punto P(3, 5, 4).
alland sy e quepasen por

el punto P8, :
o e v i o & iy o 0 nwn s
El plano doisoF.m weir otro vector PA,
endo A un puato cusleuior 4 reca

rectar,, funcid denads

en funcién i

. 5
& igualando los dos valores de z:
JeBmoto) Simamogs e

Tl e smenos

s+s
axry 3

Dedymue2 o S
3-SR AL




Ie i comina e rca 1 = 4 porto, dne un vetor o
5

;
o(21) b s49 o por s 03,
s PA = (100 - 450 = (550,

Por tanto, Ia ecuacion del plano = cs:

9 s

Es decir, ~16(x — 8) — 450y = ) = 15 = 4 + 36z — 4) + 1265 - 9 + 2(x~ §

Wmdoxn\mmheﬂx X =iy + 72+ 3= 0.

Sehalla ta 1, siguiendo ol i a
bnwnnnu-dﬂumnq

del plano x:

J-dy= k-2

D= zog " WE=E-R - 2eTos.

2ty
243y

la ecuacion continua de 1a recta 1 e

;
’
: :,.)m.l_,,,,s,ym,,..,um(.%,i,n).

2

El vector PR = (7~ o) -6

Es deci, a ecuacién del plano *

~4) o bien B = (72,170,

n

Por tanto, ~60(x — 8) ~ 360y = 5) + 34(z — 4) + 216(z — 4) ~ 40(y = 5) + 8(x — )
Operando se dediuce I ecuacion del plano = x — 16y + 10z + 32 = 0,

J-lly+T43=0

La intersecion de ambos planos e larectat: g1 02 3~

+aue pasa por el punto P

¥ se apoya en las recas r, y 1.

28, Para las rectas

5 =3 obtener las ecuaciones de Ia ecta que se apoya.
en ambas y tene un vector director (~1, 3, ~1).
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La primera recta (7 tiene un vector de

eccion u(2,1,1)y pasa por el punto A(1,0,0).

da, vestor v (~1,3,~1); i A -
quiea de l recta 1) y los vectores uy v.
del plano  con la segunda 1a reta ¢ pedida, Por tanto, su
inada por el punto P y su s
La ccuacién del plano = es:
x-1y 2
2 1 o
G434

El punto P se calcula resolviendo el sstema formado por as ecuaciones del plano = y a recta s:

d-y-T-d=0,
ye2-1,
1=3
o los valores de ¢y i 2 obiiene:

Ao =7-3-4=0 = x-2

Reemplazando el valor de x en la segunda ecuacién, s deduce:

yenx-1=2.2-1=2
Por tanto, el punto de cort del plano x y a reca s es: P(12.23,9.
La ccuacién de Ia recta ¢ pedida e:

x=2
y=17

9.

Hallar lasccuaciones de Ia recta que se apoya en lasrectas 1y sy es paralela a la recta £

Un vector de direccin de a reca t(x

DeswlloLD).

P latun on
Io que el problema s andlogo al nterior.

La recta ¢ tene un vector de direccén u(1,1,1) y pasa por el punto 0(0,0,0.
La ecuacién del plano , que contiene a I recta 1 ya los vectores u y , es:

0 y-02-0| |x yz

U =]l da|=0 = xix-z=o,
T 1

x-z=0

Xx=2 = ox=2y=lz=x=2 - pumoPQ@L).
y=1




La recta m pedida estd determinada por el punto Py el Vector wi por tanto, su ecuacion es:
2

ytl=z-2

0. s d i 5 et o st P 1) st o . o
sy Sem Oy puiban ks (22

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

La recta (1) pecida queda determinada por ¢l punto P(1,1,0) y un vector de direccidn de la reca (5)
dada, por se Ia recta s paralela ala

Despeiando
syt
yeu-

Por consiguiente, un vector director de Ia reca s s o bien v2.-1.1).

Es decir, 1 ecuacion de Ia recta  que se busca cs:
x-1_y-1_z-0

- x-l=2-D=2

\hora bi
para poder asegurar que I recta st en el plano.

(L1
Nen la ceuacidn x — 1 = ~2(y ~ 1) = 2

Pamh = kix—1=2y-De=2=1

1 x=2

\
R REELE P T ¢
1

2=1 -3
Se comprueba silas coordenadas de los puntos Py Q satsfacen Ia ecuacion del plano.

' ' 13 4
PuntoP:1—1-3:0=0; punto! —ige2-3-3 $=2-2=0

Por
o . Es deci, a hipotesis del problema es ciert.

ida en l plano ¢ hallando el producto
ion de

més
1)y wll—1-3),
plano x, respectivamente.

o nulo, iculares y i
slano . por o, frgser i vector w, asoci esper-
pendicular a é

Como v - w = @1,1) - (,-1,-3) 1) D) + 13
o ety itk o o ot

241 =3 = 0,los dos vecto-
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31, En el cjercicio antrior, ;s0bra alguna condicion? Razonar Ia respucsta.

Comolarecta i i por el punto P dado y de
s I g i i i
cidn que se ha comprobado que también ¢s cirta

2. Bl o vl de K purs Quon s 4y + 2= 228 4 3y 43 37k 4 10 4 2= 8
tengan una rect

(Propuesto en la Univ. de Valencia.)

‘mado por ible ¢ i
soluciones han de depender de un pardmetro \ que, al tomar valores, describe 1 recta comin.

Se trata de una familia de sistemas, que dependen del pardmetro k, con m = 3 ecuaciones y n
incGgnitas.

La matrz A de los coeficientes y a matriz ampliada A* son:

[
A<l231); a
k104

Se estudia el determinante |A| de la matrz de los cocficientes:

1] = 124K+20-3k-8-10=14-2%

11
2 31
k104

Parak = 1A] * |A] esdistinto
de cero. Por tanto, se presentan dos casos:

1) Para k = 7 el rango de la matriz A e menor que 3, < 3

En este caso la matriz A de los coeficentes y la matriz ampliada A* son

[ 12
A=l2 31)i ar=(2 31 3
710 4 700 48

cono| ! 1% 0 dragndela iz A = 2
Ve
]2 3 3| aee a0 1650219 w0, o o de e mate
o3
Aar

dserr=2%3
Iucidn. Los tres planos no sc cortan en una recta.

mitica triangular.

2) Para todo valor real de k # 7 el rango de la matriz A es r
Como A = A, es submatriz de A* = A, el rango de la matriz A* es ¢ = 3.




Es
en una misma recta).

Segin el teorema de Rouché, al ser © n, los sstemas son compatibles y determina-
d i r

ung recta, ino que lo hacen en un punto.

s decir, no existe valor

. Estdiar Ia posicion relativa de los planos

mx+y—z=Lx—y+m=dmyx—2y+ @+ hz=Im—

segin los distinos valores de m.
(Propuesto en a Univ. de Ledn,)

180

St analiza el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos.

cognias.

La matriz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A* son:

mo1o-l mo1o-

A=l2 - m )i A=z 0w
T2me

JA] de la marri senes: [A] =

JAl = -mm + 1) m+d—1-2m+ 1)+ 2m = m—

Param = 1 ¢l determi dem 41
0 de cero. Fs deci, se presentan dos casos:

1) Param = 1 ¢l rango de la matriz A es menor que 3, 7 < 3.
En este caso la maiz A de los coeficientes y Ia matriz ampliada A* son:

11 [EEE
a=(2a1 22 13
122 12 22

[ ”
como |} | =3 # 0, ¢l rango de la matriz A es = 2.
Y I O I Y I PR 1
Mser|2 ot afel2 03 =]2 13]=|-1 1 3]|=0cnngoden
v o2l iz |22 |2 22

st
=3-2=1 iguinte,

tan en una misma recta.



2) Para todo valor real de m # 1 ¢l rango de la mauriz A es r = 3.

Como A = Ay es submatriz de A” = Ay, el rango de la matriz A” es1* = 3.

Segin el teorema de Rouché, al ser 1 = 1 = 3 = 1, los sstemas son compatibls y determina-
dos,

34, Discuti Ia posicién de los planos
Jmay+Z—(a= D=0~ Sy +dk—1=0yx+ly—G@-Dz=0

segun los distntos valores de a.
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

e analiza e sstema formado por las ccuaciones de los tres planos.
Se trata de una familia de sistemas, que dependen del pardmetro a, conm = 3 ecuaciones y n = 3
incognitas

La matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

IS0 -m -3+ 12410+ 200 -a) - 2%

~2a% + 143 - 20 = -2(a’ - Ta + 10).
LV 0 i 4 Gt A
VEZ® 123 L e

2

Paraa = Sya #Syaz
JA] es distinto de cero. Por tanto, s presentan tres casos:

1) Para a = ¢l rango de la matriz A es menor que 3,1 < 3.

En este caso la matriz A de los coeficientes y la matriz ampliada A* son:

35 2 35 24
a=(2-s 3); ar=f2s 31
13 [

Avsr|3 5[ =15+ 10 = <5« 0.t ranto et maie A1 = 2.
s
Coma|2 5 1| =0-5 424420+ 0-9 = 30 4 0, rngodemaiz A” es1° = 3.
13
=203 m 0 :
e on puo,

181



2) Paraa = 2 ¢l rango de la matriz A es menor que 3, 1 < 3.

En este caso la mariz A de los coefcientes y la matriz ampliada A* son:

Como |3 2| =15+ 4= 1« 0 cramodehamaciz A = 2
sz 3| |3 o21] |2 20

a2 5 3 o2 S |-z 3 af=|S 51| -0mmen
CO Y B ) R B R

iz smpida A e meno que 3, < 3

Como |3 2| <15+ 4 = <11 4 0.t rango dela mavic A* s

Segin el tcorema de Rouché,al serr = * = 2 < 3 = n, el sstema es compaible ¢ indeter
nado, conn =3 -2=1 Por anto, i
ma recta.

Para t0do valor real de a % 5.y a # 2.¢l rango de la matriz A es £ = 3.

Como A = A, es submatriz de A* = Ay ¢l rango de la mairiz A” est* = 3.
Por el teorema de Rouché, al ser = r* = 3 = n, los sistemas son compatibles y determinados,

#

. Determinar a y b para que los planos
—y+z=dx-y+z=2yk-y—m=b
se corten en una recta.
Hallar Ia ccuaci6n del plano que contiene a Ia ecta 1y pasa por el puno (2 1, 3.
(Propuesto en la Unis. de Barcelona.)

@) Para que los una recta r el sistema formada por ™
De acuerdo con el , para que el sis indet . con
un i = t* =2<3 = n, Es decir, el determinante |A| de

A* han de ser

A*) distinto de cero.
La matriz A de los coeficientes y la matiz ampliada A" son:

3
12
ab

Para que r = 2.l determinante |A | de la matriz de los coeficientes ha de ser cero:

0~ -

1Al Sls3-a+2=a4l=0 - a

3
[
31 -




et =14l e 4 s A s sl A i e i s e
elloses | A| = 0, de donde ya se ha obtenido a = ~1):
2 -1
[
3
2 13
[
3ab
-t
ey
-1 b
Para que los tres planos se corten en una recta  debe cumplitse que @ = —1 y b = 4.

5) La interseccion de dos cualesquiera de los tres planos es Ia recta r: por cjemplo,

2-yrz=3,
-y+z

Bl plano (<) pcido queds deteminado po el puno P21, u vctor e dircidnde i rects
£y otro vector PA, siendo A un punto cualquiera de a recta .

Restando miembro a miembro las dos ecuaciones de la reca r, se obtienc:

- riss

“x+y-z

Susttuyendo el valor de x en la segunda ecuacion de la recta r, se deduce:
loy4z=2~2=y+1

& por tanto, tiene un vector de direccion

La ccusctn de I rect v se expresa: [ 17 |

u(0,1,1) y pasa por el punto A(1,~1,0).
10) = @1.3) = 1,2,
Es deci, la ecuacion del plano = es:

El vector PA = (1,

-2 y-12-3
o
a2 a3

36. Determinar razonadamente si Ias rectas

p(X+y=2+1-0 24y-z-
n-ysz-1=0 ¥ Flx_y-_24
se cortan o se cruzan.

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

ble y determinado.



ccuaciones y n = 3 incbgaitas.

Se trata de un sistema con m
La matriz A de los coefcientes y la matriz ampliada A" son:

[ )
24 1 '
Az )i 141 1
12 -2

Se halla e rango de la matriz A de los coeficentes

~4 0, el rango de la matriz A es

12
Como[2 <1 1f=1+2-4-442-
214

nante que se obtiene (equivalente ol | A" ) por fos clemenos de la primera fil, resulta:

R I T 0

, o

F A I HE

PR EY el FR 2!

-1 =2 -1 =2 = i
6120 0.l g e i A

Como [A*[ = 204144142+ 8=22
By

ema es incompatibl, sin soluciones. Las

Por ol trems e Rt s 1 = 3 4.4 = 1
rectas £y 00 se
Por tanto, o son Wllﬂls o se cruzan.

£y 5 opreanto <

I
et o oty A sk

BEESE Wl i e e
Hoye-zet TP T
3
Doeded-2 Lo o, w3 yed
a4 ya ot T WmES3 g E
)

XL e, e an v i

Ia ecuscidn continua de I rcta ¢ es: =1~
3

2
3
s

o[ orwasas.

(e
x-y

1,5 3 i
Como # 2% 7. par
lelas. B deci, las retas 1y s e cruzan.
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Producto escalar
en el espacio
tridimensional

TEMA II-2.1.

Ejercicios resueltos
1.l et 0. e
sl
oy

(Propueto en la Univ. de Granade.)
Un vector asociado de x, es (1, 1, ~1).
Un vestor asociado de 7y €5 2, —1, 3.
E plano = buscado estd fjado por el punto P/0, 0, 1)y s vectores v, y v, dl plano x:
x=0 y=0 z-1

1 -1

0=xG=1=y@+ D+ G— -1 -2

2 4
La ecuacion del plano x s 26 — Sy — 32 + 3 = 0.
118010,
" diulor al plano 2x — y + 2 + 1 = 0.
Un vector asociado del plano dado esv(2, =1, 1) Este
vesto s coneridoenlpn uicado, ot sx
i este plano perpendicular al plano
Elvector AB = (1,0,-2) — 0,
aéllos puntos Ay B.
- Eplno s o porl st Ao v
tores v y AB del mismo plan
0yt 2-1
CXEA D == D=+ = D2
1 D a3

La ccuacidn del plano est 4x + 7y — 2 — 6 = 0.

3 I vectores uni-

rsu e teyvee -t
(Propuesto en la Univ. de Salamanca.)
Segin la expresion (8): cos (u, v ﬁ
Aiora bien, la base de referencia para fa métrica o s la base candni o que no son validas,
e cai, s epresions de produto ssala i de o medulo. E  prsee suaion:

. 3

cos0°

[ le] - cos e,

pk
Gren el ] costene) = 11 cos 600 =
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Igvalmente:

Gramee

P ]

v ) et e) =
B R L Ty

[ '
wevel-grgrgoligol

Jul=Vau =Vm v e (@ re=Va at e ataara e

o1

lal=\1+gege1=vn
R A CEr e R CEre

[V =Ve oo T8 66 6T 6 66 6 6 66 Gt

Susiayendo: cos @ 9) = T

de los

() e i g e e s 40,1960,
a0

La longitud del segmento MN es el médulo del vector MN = (02,-3) = (1,-13)

MN = [MN| = VI + 3 + (67 = V1 + 9+ 36 = V46

Dados los vectores u, = (2, o, uy = a-u + by, jqué relacion deben
S e sy i

(Propuesto en la Univ. de Alicante.)

Wy = au 4 b = a200) + bO.1-3) = 2a00) + 0.b,-36) = (Gab3b).
| = V@F ¥ 6+ (30 = Vaa© ¥ b+ 96 = Vi@ + 106
L

~ g 100 = L

Los escalares ay b deben satisfcer I elcion 4 + 1087
(3) caetar o vetores de long T unidad,atagonies 1o vetores 2, 2, 3y 6. 3,2

(Propuest enlo Uni. de Santiago.)

Bl producto escalar de dos vectres ortogonales s o
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los vectores 8(2,-2,3) y b(3,-3,2). Los da-

Sea el vector v(xy.2), de mddulo la unidad, ortogonal
t0s del enunciado permiten escibir el siguient sistema:

[

Eliminando x ¢ y entre las dos dlimas ecuaciones, s tine:

vEn-2y+h
v=d-dy =0

=1 [Mr,xufu
V=0 -

V=0

66y 492

x4 by - dz =

‘Susttuyendo el valor de z en la segunda ecuacién, se deduce:
-2 43:020 = -2y

Reemplazando y por x y z por su valor en a primera ecuacién, resulta:

K40l = 2ial o0

¢ os vectores (3,2,0)y 2, 1, 1.

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

Operando como en el eercicio anterior, se iene el sistema:

veo Hay=0
bov=0 Hay=1

Resolviendo e sstema por el método de reduccion, se deduce:

[y

a2y=2 S

~x=2 y

El vector pedido es v(2,-3,1).

Por I definicén de médulo de un vector, e tienes
[uf* = weu = Qe Jey + de) - Qe — ey + de).
Aplicando I propiedad disrbutiva de la multiplicacion respecto de I adicin, result:
0] = eyt — esey + Sesey — ey + sty — D2ty + s — L2y + I,
Por i propiedad conmutativa del producto escalar, se deduce:

P e+ Sesty + ety — 128y + loeyey — dieye,

Como la base (e, dngulos de 45°, se
tene:

6= el - o] -costee) = 11 cos0° = 1,vi =
v

cosds® = -

L23yvi= 12,31 %0

€ el gl costee) = 1

187



Por tnto:

s decr, el médulo del vestor u es: [u] = V29— 10V = 3,85.

@ Callar n disancia g de coodenadas dlplano —x — y + 2 = 3

La distancia de un plano 7 al origen de coordenadas O es:

=910

400 = |

siendo a,
diente de dicha ecuacion.

Es decir, I distancia pedida es: & I T

@ Hallr 1 distanci a orien de coordenadas el plano detrminado por el punto (1,0, 2) ya recta
xoy-z
xryom

T g ) o Ut e it LA, U N o Gt e B )
o170 vector PA, siendo A un punto cualquiera de 1a ec

T RN
Fhies e H=m4

1a ecuacion continua de la recta

o £t oty st o (. -4.0)

stvern = (4, L) -0m

Asi pues, la ecuacion del plano = s:

2
i por tant, iene un vector irector




P P PP

Operando se obtiene la ecuacidn del plano : x = Sy + 2 = 3 = 0.

3 3
ey r| VA

¥ que pasa por el p
(Propuesto en la Univ. de Zaragoza.)

@ S s .32 0,501l i e s s 1o D

Como el plano es perpendicular al vector AB = (1,5,0) = (0.3,-2) = (1,2,2),este vector es un vector
asociado del plano. .

Por tanto, la ccuacion del plano es: x + 2y + 22 + d

ol iy gt X320 e oot 0 4 RO 1 st 4 it
0+2:34262 +

Es decir, I ecuacion del plano es: x + 2y + 22 —

Hallar las ccuaciones de la recta que pasa por el punto P(0, 0, 1) y es perpendicuar al plano.
rz-1-0

ser ésta perpendicular al plano.
Como, ademés, la rcta pasa por el punto P(0,0,1), sus ecuaciones paramétricas son:
x=044% x=an
y=040-2 =
=141

y=0,
el

Despejando el parémetro X, la ecuacién se expresa:

(Propuesto enla Unis. de Ledn.)

xy-1 2
1A
1o o

" 0, vector. ser ésta
perpendicular al plano. Ademis, la reca pasa por el punto A (0,0,1); por tato, sus ecuaciones para-

métri
x=0402 x=0,
y=041-h = {y=a
RSP BN a4
o,

Despejando lparimerzo , I ccuasio secxpress [ ¥




11, Se piden s ecuaciones de 1 recta perpendicular al eje Oz por el punto (1, 2, 3).
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

it it s s al e Oz
Y vt ot P12 o e
N Y - o todasias e o n e

T2 sotecin s pach e b e rotts 4l pln. #
cuyo vértice e €l punto P.

(Vease Ia figura adjunta.)

o i, un veciorde dieconde cads na e
las restas del 5 (1,0, omo pasan o
el punto P

Despejando el pardmetro A, las cuaciones se expresan:

cemplo, que corte
al cje Oz.
=l
Ental casou, = 1y u; = 2.y las ecuaciones de Ia reta son: - 7
223
x=t
2) Seal punto AGL 1, ) ylarectar |y =2
-
Hallar:
) la ecuacién del plano perpendicolar a 1 recta  por el punto A;
) la interseccin de ese plano con la recta £
(Propuesto en la UNED,)
@ i 1
i d B 1.3), tenc por

ecuacion:

Ix =D+ G =D +2-9=0 + x+y+2-8=0

b i
ma formado por las ecuaciones del plano y Ia recta.

Sustituyendo x, y,  de a ecuacion del plano por sus valores en las ecuaciones parameéticas de la
recta, se tiene:

4@ F2 B0 = 6=6 = t=
Reemplazando el valor de t en las ecuaciones paramétricas de la recta, se deduce:

=240=3, 2=2=2 - o puntode inerseccidn es B(1,3.2).



13 Hallar Ia proyeccidn ortogonal el origen de coordenadas sobre el plano x + 2y + 32

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

da desde e origen al plano.

Sc hall la cuacion de I recta (1) que pasa por e origen y s perpendicular al plano (x)y se calcula

ésta perpendicular al plano.

por ser

‘Como, ademis, Ia rcta pasa por el punto O(0,0,0), sus ecuaciones parameétricas son:

resula
A+200 30N =4

valor de X en las

[CETIE

FL
i

recta, se obtiene:

 Falla 2 sacones de i et o s por o pano P,

1, 1)y corta perpendicularmente a

L
(Propuesto en la Unis. de Baleares)

ey e ol I
wu.m..m.mmm planos xy =, per-

pendicularesenre s, que pasen po € pono ()

Gado,y ales que e i » s prpendi " A
recta (1) dada y l = contienc a dicha rcta.

Un vector director de la recta s (22,1, que es -
sl et ot i - ¥ T

nores:2x+

Como el plano pasa por el punto P(2,~1.1), las

2:242D+101+d=0 ~ d
B deir, Ia ecuacién del plano = es:

N4y rz-3=0

Elpane o aued dterminado or ol punt P11 vetr de direscitn u22.1) dela e
Y Gt vor P endo AL 10 b (st s e
Elvector PA = (2,1,0) = @-1,1) = (0,

101



Ast pues, la ccuacion del plano = es:

3 y4 we
= nosen
HE

or e,k cvcones e et son: [ 22 4,223

@ Hallar s cuncones de 1 et s pasa por e punta P, —1, ) y e perpendiculr & I et
[x —y+z=1
oyt

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

i diferen-
de que existen infnitas rectas perpendiculares
£18 e ) dad, 11 e 00 s e s = A
o pesanpor lpuso P cada

7 eka oreeaias cu 0 lase 7, G

oy s pepedilr o e [ty s

b d et . . de plano x
e vice & o punts 5

Lottty 1y, 2o s et 8.
plano = con (odos 1os planos. s
Tarects (9 razad po 1 l:unm e

ralela a a r (radiacion de planos ¥/, %3, 7.
cuyo cje es la reca s). /{

(Véase la figura adjunta.) ‘

Elplano inado por el punto Py un
e syl bt ot
tor asociado del lano, por ser éste perpendicular

do los valores de y:

2

x4t

1 ccuacién continua de larecta res: **
(-21,4)y pasa por el puntd A (~1,02).
Por tanto, 14 punto P(1,-1.2),
su ecuacién es:

AN+ EDFIE=D=0 = Ay +a-5=0 = ZxAy—lzoinﬂ.

:luncx de dos lanos mummm de I adacitn, 7m que canocdon o dos e
+ by + +d’ = 0, que seco rectas, la ecuacion de la
LA AR S AN AR e ol ol et




La recta s queda determinada por el punto P(1,1,2) y un vector de direccion u(-2,1,4) de I recta
£, ¥a que a recta s s paralelaa a . Es decir, 13 ccuacion de la ecta s es:

Xl _y+l_z
T

L(lE-D=20+D | (x+2y
0 drx-n=-2e-2 " s+

ves, 1 recta s e a interseccidn de Ios planos x + 2y + 1= 0y4x + 2z — 8 = 0, que son dos
Pl e o ' e 4 e,

Por tanto, Ia ecuacién de dicha radiacion de planos es:

X214k 2 - )

0 = (L+40x + 2y + 2k + (1 - )
b P

Esd

akrer, =y oS,
50N L (14 x4 2y 4 ke = Bk -

ala recta (s trataria de Ia recta t,, contenida en el plano 7/ que corta & Ia rcta r en el punto Q).

P
cualquiera de Ia reca ; por ciemplo, el A(1,0,)

Las coordenadas del punto A verifican a ecuacion de I radiacién de planos:

449D 420+ & 241-8=0 » -5
Por consiguiente, Ia ecuaci6n del plano #;, estx + 2y + 1

Como Ia rect 1, pedida es Ia inteseccion de los plano  y ¥/, su ccuacin es: 2‘;;;“ =%

Sep

7 i 1), iector u(-2,1,4)
de larecta y otro vector PA, siendo A (~1,02) un punto (cualquiera) de Ia recta .
Elvector PA = (-1,0,2) - (1,-1,2) = (-2,1,0).

Asi pues, Ia ecuacién del plano = es:

x=1y+1z-2
2 1 4

0= iy
% 4

it o 3 s s [ 2473 747

@ Hallar s caonesde 1 et e i or et P, -, 1)  perpendilar st
)

4Falta alguna condicion en el enunciado? Razonar la respuesta.
(Propuesto en la Univ. de Granada.)
1) El problema es idéntico al anterior y s sigue el mismo proceso,

El plano  queda determinado por el punto P(3,2,-1)
recta (1) dada, que es un vector asociado del

¥ un vector de direccién u(2,3,
A plno, por e e perpendicala 4 it

Ddela

La ccuacion del plano =

=N+ ED =@+ D=0 = A+dy-z-1=0.



k, porlas

en funcidn d
e e (que se cortan en Ia recta ).

L
e S e . L s e s

3_yt2_ 24l (3E-=2+d L (-l
) 3 = Sox-n=2ern T {xezet

Por tano, larectas s a intersecion de fos planos 3x — 2y - 13
dos planos cuslesquiera de la radiacién de planos =, 77, 7/, -

La ecuacion de dicha radiacidn de planos cs:
Moy - Bk +2Z-1)=0 = G+ Kx-2y+ke-(13+K) =0
Es decir, las ccuaciones del haz de 1ectas , t, 1y, ..., perpendiculares a la recta 1 y que pasan

Z+dy-z-1,
por el punto P.som: | (51 by 2y + 2ke = (13 + k)

inada, o que
por he A problema

i
anterior, que corte a Ia recta .

En tal caso el plano la ecuacidn de | planos,
punto cualquiera de Ia reca £ por ejemplo, el A (,~1,0).

Las coordenadas del punto A satisfacen la ecuacidn de la ra

G4+R -2+ K 0= (34K =0 ~

Por consiguiente, la ccuacion del plano « es:
G+ DX-2y+2 -3+ =0 = &x-2y+2-14=0 = n—y+z—
, pedida cs Ia interseccion de los planos x y 7, su ecuacidn es:

ettt
Lx-

Como la rect

Se puede hallar Ia ecuacidn de la reca t, caleulando el punto de core Q de la recta ry e plano .
L i Ios puntos P y Q. i hallar la recta

tdel ejercicio 14 y la 1, del 15.)

Para calcular las coordenadas del punto de interscccion Q de Ja recta 1 y del plano  se soluciona
el sisiema formado por las ecuaciones de Ia recta y del plano.

Sustoayendo x, . £ de 1 ccuadn dl o por sus e e s scuacins paramér
=N de la recta, s tiene:

- =2 -

200+ 3) + 30N 1) - (N —

Reemplazando el valor de A en las ecuaciones paramétricas de Ia recta, se obie
1

R L L T

R TPp—



ponden a la misma reca ().

17, Hallar

¥ es perpendicular a la recta

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

oo it At Wi
pedida e a paralela, punto (P) dado,
ool ]
otroplaso () que asm por e punto Py er-
pendicular a la recta

(Recuérdese que una recta es paralela a un plano
Sioene mingin puto comincon 1 que dicha

recta es paralela a infinitas rectas del plano, par
Telas entre si)

Bl pltno +° queda determinado por o ot
P02 3w vt d el n(-L1—)

. que s un vector m.dml plano, por

bl il

Por tanto, la ecuacién del plano = es: ~(x = 1) + (= 2) = 3(z + 1

3,
e

O~x-y+d+4

Hy-z
x-y 4+

Por tanto, las ecuaciones de la ecta s son:

e halla la ecuacion continua de Ia recta s, expresando z en funcion de x (eliminando y entre las dos
ecuaciones de I recta) y en funcién de y (€liminando x entre las mismas ecuaciones) ¢ igualando los

valores de z:
Zey= 243 g o
X—y=-tpo4 T W=EoL

Doy y= 243’ o
xrzy-ges T H=EAN
x+ 1
e 3

1 ecuacitn continua de a recta s es: ——

“3

2
a2, 2.1 s
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La couacién continua de Ia recta t es:

10, Hilla s ccaones e 1 1o qu s por f pust (], 1, 1), e sl n e plana
]
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

Como se observa en I figura adjunta, la reca (1)
pedida cs Ia interseccion del plano () dado, que
pasa por el punto () dadon  owo pano (')
que pasa también por el punto P

a lar a la reca (1) dada.

El plano = queda determinado por el punto P y
i un vestor de direccion u e a rectar, que ¢ un vec-
ot i gl lano, po e i prpendicac

ala

El vector de dircccién u de la recta ¢ se hala cal-

T
o zen funcion de x y de y ¢ igualando los valores
dez

- w@-L.

La ecuacién del plano =", determinado por el punto P(1,1,1) y ¢l vector u(2,-1,1), vector asociado
del plano, es:
-D-G-D+E-1

0= m-y+z-2=0.

xtyrze3d,

Por tanto, Ias ecusciones de Ia rcta t pecida son: [ 3,% Y %%, 7%

— 3 es perpendicular

Prser ekt ol sy i o 31
al plano de ecuacion x — y + 22 — 1 =
(Propuesto en la Univ. e Laguna.)

‘Como se observa en a fgura adjunta el lano (')

nvestor e direcidn ud a3 por v
o ssciatodlpao . 8. s e
:km:nlus (DumoPymmts wy ") pertenccen al

Para hallar las coordenadas del punto de corte P
delresaryelpano v e remehve ol sigma for-
ado por las ccuaciones de Ia rec ol
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=2+l

+ 3) de la recta, se tiene:

@+ D-CA-D+20+H-120 = A+8=0 = A=-8

Reemplazando el valor de \ en las ecvaciones paramétricas de la reta, resulta:
16+ 1 =15, y=3n-2=-24-2=-26

Como u@3,1) y ¥(1,-1,2), Ia ecuacién del plano = es:

X415 y+26 245
2 ERSt

- W-ly-sz42=0

Toa 2

0. Do poscin v e e[ %27 4 e s e s por e ren

longitud 1, 2.y 3, respectivamente.

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

El plano (ABC) dado queda determinado
puntos A(1,0,0), BO20)y C(0,03). Por tanta,

- Gty 2u-6=0

La recta (5), que pasa por el origen y es perpen-

perpendicular al pl.
e osiones e e e som

x=0460 x=6,
y=0+3 = |y=3n
ze04+ 2

z

mea
=0,

B e Y
y=3
PN

De la primern ecuacin s deduce: = 15 de 1 terera s abten: by

Como N = 1= 40 = s el sistem e ncompatibl; e dei, s rects Y 20 s coran Y, or

tanto, o son paralelas o se cruzan.
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Las ecuaciones de la recta f se pueden escri 3 3 ; por tanto, tiene un
2

5

=

N TR Re I ———
s .o e s s 5

Oyzy 1o pasa por e origen, y la recta s pasa por el origen y no st contenida en dicho plano.

21, Dados el plano 24 + y — 2 = S el punto A(L, 2, 1), se pide:
) 1a ccuacion del plano perpendicular al dado que pase por el punto A;
b) las ccuaciones de la ndicular al porel p
b).y qué relacion

9 i
(Propuesto en la Univ. de Sevilla)

= ELpunio AL2-1) dado pmence u pet ()
+ aco, 2 que i coordenadas de A sasface la

Tt A ita e

i 31422 (D=5 = 5=

o Bt s o i, .. e

Snpor el pinio oy son PG o
0%, ya que s solucién I radiacion de planos
oo s la st ), razad por ol punio A
¥ perpendicular al pl

La radiacion de plancs =7, x5, 1, .. queda
determinada, en funcién de un pardmeteo k,
} lasccuaciones de dos planos cuslesquicra
{ de'a radiacion (que s coran en I recta 1)
: La e« auda dcmidn o ol pio
AL2D) ¥ un vetor v(2,1,-1), vetor aso-

i mdﬂd:llﬂann,quza\mv:cl  de dirccion

dela recta, por ser ésta perpendicular al plano.
Lot

2e1 x-
z T R S
Por wnto, la reca  es la s«nﬂnmlnxplmu«x—zy +3=0yx+2=0,quesondos
planos cuslesquicra de la radiacién de planos =;
La ecuacién de dicha radiacion de planos es:
X= 43 4KEED=0 = (+Rx- 4k +3=0

5) Ya se han hallado en el apartado anterior las ecuaciones de la recta r, que pasa por el punto A y
es perpendicular al plano .

9 La cucsiidn a)tine infinitas soluciones y Ia 4) tene solucién unica.
La relac I i

-2 | [x-2
241 7 xvz=0

by, es el cje delos

Ia cucstion o




Producto vectorial
y producto mixto

TEMA 11-2.2.

Ejercicios resueltos

1. Hallr ofvohnen Jel oo vtess o pto A, 1, 1)l puncsen I g of gl
=12 = 0 corta a los cjes

(Propuesto en la Unis. de Santiago.)

Dichos puntos son:

= B6,0,0);

Hadytz=t

-4,

-
|

0
24y rzmi2

Wty
~DO,0,12),

Elvolunen o o n s el volumen
el paralelepipedo; por ar

Volumen = - AB - (AC x AD)

AB = (6,0,0 = (1,1, 1) = (5, 1, 1)

AC = 0,4,0 ~ (1, 1,1 = (1,3, ~1);

AD = 0,01~ (L 1,1 = (-1, =1, 1D,
TEE .., |

vadla T3 ol dowe
S12a |

.t i v o i '
:

i

S _y-3 2
% =

Ut e e M) 1, B iy
el plano pasan por el pun

Un vector director de s ¢ v(2, 1, 2).

Al stc comekion e e el e rctors
wy ¥, un vector asociado de dicho plano es l pro-
ducto vectorial de ambos:
12| |1 o2) |1 1))
R (S -
PO, 6,
El plano buscado es: 0 (x = 1) + 6 (y = D + (=3 - @ + 1) =

~y-z-5=0,



3. Escribir las ecuaciones de la perpendicular comiin a las rectas t: X
(Propuesto en la Univ. de Salamanca.)

Lt paa or el ko 0,0,y e vetor
director u(, 1, 1). B

Larecta

pasa por el punto

, ] .
(0.0, ) e vsor i 11, )
oumbin .1,

s e e ector i e
e e antes vy R ot
ety igs

= ([33=L3 RS 3
1-2,2,0).
0 X053, 9 s e s

"
€0(0,0,0), los vectores OX = (x — 0,y — 0,2 — 0) =
= (3,2, u(1, 1, 1)y (2,2, 0) esén ¢ un mismo plano,
o

xty-n

o

Sisetoma un punto :ualqnl:radzh e pr o
MOV oo - 18y 07

4=0
0

& prpendiclscomin b, s i
o s s, 5 deit, s Gcuacons 81

. Hallar la ecuacicn del AL0,-1),
e
Un vetor ot el o dedo (1, 1, 5

v+ 2+ 1= 0yes paralelo ala recta

i

La recta e puede escribir: 1

Un vector de direccion de Ia recta es |
o también v(2, 1, 0).

Vetorodado i pnobusadocs 1, produco l

vestorial de u(l, —1, 2)y v, 1, 0): S
oA AL
2,49,

Como, lﬂ!mk‘ pasa por el punto A(1, 0, —1), la ecuacién del plano es:
R e e A A




S. Dadas las recas t: | |
0 Detrminer . s gue e oo <ol

) Par s vlors d . b, oI i el o qe coneg o a5
(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)
Lot e e i 252 1232
Un vector director de la recta r es u(a, 1, 1).
(I ——— Y

@ Para que 1y s sean ortogonales tiene que ser cero el producto escalar de los vectores wy v:
@LD @b =0=204b+1=0. @
Por oo lado, se deemina I nerscidn de cada
ilpedonchfpeigtnd g
x=042=2)
PRl d BV TR

Lo o~Ba, 105

AB = (1,-1,0) = 2, -3,0) = (-1,2,0).
Para que las rectas  y s sean coplanarias, se tiene que

S0l +4+b-2=0--2+b+3=0 (]

Resolviendo el sistema formado por (1) y (1), se obtienen los valores de ay bt
Brb- +2 1
A =7

e sv-aan

i) ave:

Solucién de los ejercicios propuestos

e Bl e g 64 AT 1, 1
B(0,3,9)yC(4,0,2).
(Pmpua'lu en la Univ. Autdnoma de Madrid,)

rea detridn-

gulo ABC es la mitad del drea del parallogramo.
ABA'C; al ser el irea del paralelogramo igual al
médulo del producto vectorial AB x AC, el drea
del tidngulo es:

[

A= 2 1AB X AC|
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402) = (LLY) = Go-LD).

=039 - (LD = 1245 AC
Simblicamente, y sieado ;= (1,00, s = J0.10)y vy = KO0, se tene
[
PO B S I B PN
s gl =
AB X AC = 6 + 13 - 5k = (6.13.-9).
El médulo de AB x AC es: |AB x AC| = V& + 13 + (5! = + V230,

3 Ml a6 S ilelo U vt A0, 5 B0 1. 1013 1 gt 0o oot o o v
+ 2y el plano Oxy.

X J
P p—
b s 1y —
WS e s
xe1_ys s
SL22loiaes - (3140000 - wnimcan,

Asi pucs, se procede igual que en el ejercicio anterior.
AB = (1,L0) - 000) = (1L10;  AC = 3,50 - 0.00) = G.50.

Tk -0 + 2 = 002).

1
3s

I TR TINIE)
AB x AC Pol=alt 8]
ojealsal-ila e

i
1
3

JABXAC| = VE+ 0 4 2 =2 = A %Em

y+ha6

3
on los ejes coordenados. Deducir as ecuaciones de los lados del ridngulo.

(Propuesto en la Univ. de Granada.)
del plano dado

1) Para hallar los vértices A, By C.
formados por
i p

del plano las ccua-

iones de cada uno de los cjes.
ciones de los ejes, e tienen los puntos de corte con:

Blgom (170 = 240406 xn3  vinke AGH
dlejeOy: X210 = 04y +0=6 = y=6 = vince BOGOS
deon (378 % 0404 5m0 = 2n2 =+ wicrcO0
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Para calcular el drea del ridngulo ABC se procede como en los dos cjercicos anteriores.

AB = (0,6,0) - (3,0,0) = (-3,6,0); AC = (0.0.2) - (3,00 = (-3,0,2).
Lk
ABXAC = |3 & 0| = 121-0)- 0k + I8k + =01 = 121+ ) + 18k = (2619,
300
1AB x AC| = VIF ¥ 6T ¥ - VE@ ST+ 3 - 6018
e @ - Wi
2L

los dos vértices del o

=L 5
son los extremos del ado considerado). Asi pues:
« El lado AB queda determinado por el vértice A y el vector de direccién AB y sus ecuaciones

paramétricas son:
3

y

o[22
© bien 6"
el virtice = 0,02 - (060 =
: s
x =040\ -

4. Hallar Ia ccuacion del plano que pasa por los puntos A(1, 2, 3), B(L, 1, 1)y C(, 2, 1)y calcular el
rea del ridngulo ABC.
(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid.)
1) E1 plano ABC queda determinado por los puntos A(1,2.3), B(L,1,1) y C(0.2,1. Por nto, su ecua-
cion s
y=22-3
a2
[

0 x42y-z-3=0

x-1
-1
0-1

2) Para calcular el drea del tridngulo ABC sc procede como en 1os ejercicios anteriores.
AB = (111 - (1,2.3) ) AC = 02 - (123) = (-10-2).

AB x AC S22 Ok =K+ 0+ 00 = 2042 — k = @2,-1).

Y
0 -1 -2
102

ETFTC -3 - AL




s ices (1,1, 11, (0,3, ¥ 4,0,2),
(Propuesto en la Univ. Politécnica de Madrid,)
1) Se calcula el drea del tridngulo ABC como en los jerciios anteriores.
AB = (03.9) - (LLD = (124 AC = (402) — (LLD) = Go-L1).

AB x AC = S22 - k= 613 Sk = (6135,

P
a2
3

IAB x AC| = V& 17 + (=3 = + V330 —A,

c 2) Si se considera como base deltridngulo ABC el
lado , la altura correspondicnte a dicho lado es
el segmento CH = h, y, por tanto, l drea del
idngulo se expresa:
' '
A= gerho= 3 |AB] b

Por anto, l atura correspondiente al lado c s:

hallarfa medi-

da de las res alturas del ridngulo.

&

c\/lm 4

* 1B = VE S F S 8= e VE = b >

*BC = (402) — 03,9 = (33

SVET R T e 4 VE b= Y0
Ic| + O+ O v

R + 350
IAC| = VI CIF ¥ = 4+ VIT = by =
IAC) = VI I+ = 4 VIT =y = 220

6. Dados o vectores. — 2 +kyb
123 4 5k ael copaci rdimensiona

@) demostrar que forman un ridngulo con el vector
PR

1) hallar el dres de dicho tridngulo;

9 rminar i proyescin del wknglo sobe wn
plano perpendicular a vector

(Propuesto en la Univ. de Leon.)




. los vectores a,

quen
Ab =2 k(-34S =24 bk

Por tanto, a — b decir, los vectores a, b y ¢ forman un wridngulo ABC.

1

b) Bl irea del trdngolo ABC es: A, = - [a X b].
g
axb=|3 2 [ =104 § -9k + A— 18 4 3= - 14— Tk = (14,7
135
6

R e T R L

) Un plano perpendicular al vector k es el pano

coordenado Oy o cualquier plano paraleloa l.

La proyeccién el tridngulo ABC sobre cuslqie-

a de dichos planos queda determinada por el

ridngulo A’B'C", definido por las proyesciones
de los vértices del tridngulo ABC.

(Veéase 1a figura adjunta.)
il i ARG

de los vectores 3, b y ¢ que forman el tridngulo
ABC.

‘Com todos los vectores contenidos en el plano
Oy (o cn cualquie plano paraklo a ) ienen su
et componeni = 0, s vcors ' b°

R

7. Hallar l volumen de tetracdro de vértices 2, 2, 2, (1, 0,0), ©, 1,0)y (1,0, ),
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

es un sexto del vl

Esdecir,
Considerando como origen de lostrs vectores e} punto A(2,2,2),los tres vectores son:

AB = (1L00) - 22.2) = (1,225 AC = 0,10~ @22) = (21,25

AD = (1.0) - 222 = (

o122
AB(ACX AD) = |2 -1 -2 —4-B+2+444
12
' 31

Por tanto, l volumen del tetrasdo e V = -+ 3] = & = 1w



Ox—y=0yl+2ytz=15

8. Hallar el volumen del tetraedro que forman los planos y = 0,2
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

En la figura adjunta se ha representado el tetrac-
OADC que forman los cuatro planos dados.

En dicha figura s corresponden los lanos con sus
ccuaciones de I forma siguiente:

Plano Oxe = y = 0;
Plano Oxy = 2= 0;
Plano OPQC ~ x—y = 0;
Plano ABC -+ 3+ 2y + 215 = 0.

Los e Ay Cdl etaero son s pnos de
re del plano ABC con el ¢je Ox y e e Oz, res-
pesivament. Por anto:

y=0
z=0 - verice A(S00;
Meyrz-15=0

y=0 ~ vértice C(0,0,15).
Jryre-15=0

El vértice D del tetracdro es el punto de corte de los planos Oxy, OPQC y ABC. Es decir:

z=0 =0
-y - vértiee DE3,0).
o

x-y=0 -
J+2y+z-15=0
Los tres vectores que determinan el tetracdro son:
(5.00) = 0.0.0) = (5,005 OD = (330 - 0.0,0)

oa
0C = (00,15 - 000 = (00,19)
5o
0A-©@Dx00) =3 3 0|=5-3.15=25
0015
25 _ s

Por o o el de e ¥ = L 25 - 2

s cunidndelplano deermindo po o punis 0,2, 2. 0,2 7 @3, 2y clulr el
volumen del tetracdro que limita con los ejs coordenados

1) El plano ABC queda determinado por 1os puntos A (0.2,-2), B32,1)y C(2.3,2). Es decir, su ecua-
cién es:

xy-2z2+2
3700 T3 s0 e xiy-z-6=0
2 4




2 Los B

oo s
T o m—
B0 (120 = x+0-0-60 = x-6 ~ vece AGOOY

=m=oy.[::g 042 -0-6=0 = y=3 — virice BOIO:

ddgeon [J20 = 0v0- ~ =6 = vértice C00,6)

delostes ) o tres.

(60,05 OB = 030) - 000) = 0305
0C = 00,-6) - 00.0) = 006

60

0
0A(OB%00) = {03 0f=6:3:(6 = -105.
00 6

Por tanto, e volumen del eraedro s: V = ¢+ [~108] = 18,

10. Calcular e drea y el volumen del tetraedro determinado por 1os puntos (0, 0, 0, 0, 3, 3, (@, 0, 3y
@

(Propuesto en la Univ. Auténoma de Madrid.)

En la figura adjunta se ha representado el etrac- o
dro OABC que determinan los cuatro puntos

Setrata de un tetraedro regul
sus aristas iguales. En efecto

OA = OB = OC = AB = AC = BC =
=Va v = +aVl
1) Elrea del tetracdro es, pues, cuatro veces ¢l
irea de una cualquicra de las caras.
El drea de la cara (udngulo) ABC es:

. ya que tene odas

'
A= 1AB x AC|

AB = (0.0 - (s

- Calas  AC = @0 - @30 = O-aa).

AB x AC 0 O] k= Ok o 4 = Y Y 4k R,

[
a 0
0 -aa

23

1AB x AC) = VGF + @ T @R = + 5 - A=+
Por tanto, o drea dl tetracdo e Ay = + 241VE .
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2
ol tetraedro son:

oa

- 000 = @a.0; OB = 0a3) - 000) = @
0C = @0.3) - 000)

—
OA-(OBXxO0C) =0 a a|=a+a =24
HHH
Porconsige, e valuren del e 5 Vg = - 122
1. Dado o AL 6 2y s (373 127

bener Ia ecuacion del plano que pasa por el punto A y es paralelo  ls rectas s
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

yowo

102
dela reca s, ya que el punto y los dos vectores estd en el plano.

Larectar por tanto,
s e vector producto vectorial de dos vectores asociados de los planos, un vestor de cada plano.

Un vestr sosiado gl plno .~ 2y 42 1 = 0l v21) y  vetorasosado del plane
Hoyizid=Oe s por consiguient, un vector de diteccdn de la recta 1 s el

Un vestor de diesien de la reca s | 22

s decir, la ccuacién del plano pedido es:

y=02-2
[

5 0 Wayau-n
41 2

- Decrmiar 4 v dl o qu s o o s AGL, 0, =)y B, =, 1)y o paalo

+2y -3
[Fpeieivy

(Propuesto en la Univ, del Pas Vasco,)

alarecn

.0 . el vector
reccin u de Ia recta (1) dada, porque el punto y os dos vectores estin en el plano.
Bl vector AB = (1,-11) - (2.0,-3) 1.

L o e cmmads s e el s dou s o o o i s e sl
e o, un vcorwoiado anto, un vector de dieccion de la




i
w=vxw=|3 -3 k-2 6 4 6= 23+ = Q)
1

K
<5
-2

Es deci, la ccuacidn del plano ¥ es:
250243
-1 =0 = lx—ily+z-29 0
3

13, Escrbir la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo a las rectas
3_y-1_2-8

B por el punto 0(00,0), un de la primera
recta 1)y otro de la segunda (5, ya que cl punto y los dos vectores stén cn l plano.

Un vector de direccion de la recta s un vector director de la recta s s: v(1,1,1).
Es decir, Ia ecuacién del plano 7 cs:

X0 y=02-0
2 3 4

[T

(Propuesto en la Univ. Aut6noma de Madrid.)

vector director de |
i o vt o o o e e e s

Un vector de direci6n de la recta 1 es: u(1,1,3); un vector director de la recta s e v(1,~1,1).

Por tanto, Ia ecuacion del plano x es:

L0 2o
5 o mey-
4 i
15, Calelas €l plano incidente con el punto PG, 1, 1), que e paralelo a la rsta r: [ ¥ 2 22+ ¥
¥ pependicalr sl plano 5 + I — 7 + 5 =
Elplano (e i punto P11, e
un vestor asciad del plno 7,1 que e punto o dos ecores st en l plan
Larees especiva-
e, Y(10-2) Y W(.-1) 6 dc,  vector de iecionde . rect 1 618 = ¥ X
1ok
wevxws |10 2 ckegramaei k=
o1 d

Un vector asociado del plano ¥ es: tQ.3,-1).



Por tanto, Ia ecuacion del plano 7 e:

n+2 241

yo-mes?

. Hallar a con-

16 Sean s rectas 1y 3 e cuaciones | 7
tyszei=0,

s se cruzan, s distino de ero el
mmm cn 40 parslopleds e s s conamic

Jos vctores AR, AC AD, iendo Ay B dos
s dearestary Cy D doson-
o cueirsde . reeis

(Véase Ia figura adjunta.)

Esdecir, AB - (AC % AD) # 0,y que s¢ pro-

ducto mixto representa el volumen del paralele-
pipedo.

Se hallan los puntos Ay B (ualesquiers) dea rec-
l

ta rdando dos valores (cualesquiera) a xen 1 ecua-
cidn de  y calculando los correspondientes valo-
resdezey:

~ punto ADS2):

5 = PB4

pard-

3 caleulando los correspondientes

21 pmoDEta b= D

32 AC= G
b1 - 05D

1) - 052) = Q-3

~1a - 4b - 3).
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Es deir:
L2
2 4 3
a-4 b-3

AB . (AC x AD) 20 = Ta 25120 = Tat2bSl

Por otra part, el vector ¥(—3,a,b), vector de direccién de la recta s, ¢l vector w(1,1,1), vector aso-
ciado de land () dad, o perpediculres, 1 g 1 ek s paralelaal plano ¥; por anto, el
producto escalar v w ha de ser

veow=(Bab (L) =-3+a+tb=0 = a+b=3

Despejando el valor de a (2 = 3 = b) y el de b (b = 3 — &) en Ia lim igualdad y sustituyéndolos
sucesivamente enIa desigualdad 7a + 2b # S1, se tiene:
TE-b)+2beSt = 2 -ThadbeSl o Sh#30 = b#b
W+2AB-#S - Tar6-2a xSl - Sagds < a %

#9yb % 6
Se puede resolver también el problema proponiendo que se cumpla Ia condicién para que dos rectas
se crucen:

]
wmo Y-y
wow on-z

sindo Uy V0¥t dos vectors de dirci, o do cade wn de s dos e, 3
P31 Q8 dos puntos culesquiera, uno d cada rc

La recta  tene un vector de direccién u = AB(1,-3,2) y pasa por ¢l punto P = A(0,52) la recta s
tiene un vector director e e s G = GOty

Como las rectas £ y s se cruzan, se cumple q

14 2m0 12
-3 Tl o8, faet] i S BSTHOL S FRHES
bl 2 b -

A parir de aqui el problema se continia como en el proceso anterior.

17, Se consideran las rectas

@ Comprober at v calular 3
1) Determinar el punto icular a las rectas 5.
(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)

) Para comprober q ¥ a ¥ determinado
el sstema formado por las ecuaciones de ambas.

Igualmente s valores de x, , 2 en Ias ccuaciones paramétricas e lasrectas, se tiene el istema:

Aol=-2u+d At2u=3-1
Ni2mptd -

Sumando las ecuaciones primera y tercera, resulta: 3\ = 0 =+ A

Susttuyendo A por cero en la primera ecuacidn, se deduce: 24 = 2 = u = |



‘Com los valores de \ y  satsfacen Ia segunda ecuacion (0 + 1 = 1), el sistema es compatible
ydeterminal i

El punto de corte es: PO + LA+ 2,20 + 1) = (-2 + 3, + 3,2 = ) = (12,1).

BL P P2,
da por el punto P y un vector alas recas s (y, por tanto, perper sus
repiosvtors e eicy . 78 que l et w6 n et ireciordea st 1, or

ta perpendicular a las rectas £y

La 42yl un
tor wes perpendicular a ambos, w =

1,2). Como el vec-
P
i
24

weuxy= Skt K2+ 2= b= 4 K= G6D),

s e, 1 o de et st 2

8 e s o d e s que e or e a1 1, 1y s perpndilr s rcs
x=—z41  x+2 '
SamasTEy T 7

I problema es idéntico al del apartado b) del cjercicio anterior

L i 1, . perpend
alasrectas s (v, por anto, perpendicular a sus respectivos vectors de difeccion 0 y ).
-1 _y-3

o

= 5 (12D y s,
V(3,1.2). Por tanto, un vector de direccién de I recta  pedida es el w = u X v:

S 3 -k - 2 =i = 3k 5 - Tk = (5.

. Hallar la perpendicular comin y que se apoya en as rectas del ejercicio 18.

Tugarsi s rectas 1

) petidapusaria
Para elo el sisg
Dot s scuciones b ambis rects b d s compatbl y eermtmador

Tgualando los valores de X, , 2 en 1a ecuaciones paramétricas de las rectas, se origina el sistem:
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oot s e . it e i (& & = 2 2}t

o 2L e e e

NN W

Por tanto, las rectas ry s se cruzan.

La perpendicular comin (t'), que se apoya en las
st sl neacénde dosplanc v ¢

el a3, pox consiguiente, perpendicular |
alas rectas

(Veéase Ia figura adjunta.)

) queda determinado por un punto (cual-
quks) AL 30 e et un vetorde G-

cién u(-1,2,1) de esa misma recta y un veetor di- v'/
rector w(3,5,7) de la recta .

Es decir, 1a ecuacidn del plano  es: /

x=1y=3z-0
[
305 g

skt dy 4 llz=31 =0,

El plano ' queda determinado por un punto (cuslquiera) B(-2,
1o V(3,15 de e mna ety i vesor e st WO,

1) de la recta s, un veetor direc-
~7) de la recta t.

Asi pues, la ccuacion del plano = es:

ez
3 0~ -2y -1zt e9=0
3
: @ eyt
Por ant, la cuaciones de arecta ¢ pcidasom: [ 125+ 22+ 1z = 31,
Nota: Lactar
401541y o, etrwaldo (17,2712 por consuit,un vesr de dicién
a reca v pxa
Pk
t=pxa={15 & uf;
g )

B X a4 ) < SIDK - 6Bk 4 28] 4 290 = 2490 4+ 415 - Bk,
w as s
)-o

Obstrvese que el vctor (49415,-51) s cqivalne sl

8
que es un vector de direccidn de Ia recta (. s deci, as rectas {y t” s0n, en efecto, parallas.
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0. Hallar

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

() pedida queda determinada por
e emebomden e
plano 7, que s también un vector de direccién de
Ia recta 1, por ser ésta perpendicular al plano .

(Véase a figura adjunta.)

Eletor v o perpenietar  n vesor dircor
(2

no 7. Es deci

Q

Elvector

Por tanto, e vector de direccién v de la recta  es:

[
VeuxPQ=(2 3 2|=Mo4 2+ =i (122,
0

La ecuacion de a recta t est

21, Hallar

(Propuesto en la Unis. de La Lalmul

Bl problema s idénico alcerii 18.

e T Vi oo e, v e s v o vt v

L recta  viene expresada por Ia inerseccidn de dos planos; uno de elos iene un vector asociado
P11} ¥ ¢l oiro, un vector asociado q(1,1,~1); es decir, un vector director de la recta £ ¢5 el

i
4 ereaie e a- e
.
220
“-3,-2). 7
Por tanto, un vector director de la recta t pedida es el w = u x v:
Ly

At v o e s x - L




. Dadas las rectas r: x = 3y = Sz y 5, que pasa por los puntos (1, 1, 1) y (1, 2, =3), hallar la recta
perpendicular s retas  y s por el punto 0, 1. 2.

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

El problema es idéntico al del ejerciio anterior.

PO.I, ; . perpendicul
B o s s i o W Sy

T 0 3

Un vector de dirccion de I ecta - ( x,
s

R VPR
+ »); (144 )oussa.
3

L i =~ AB,siendo A Es dec
AB = (12,-3) — (11) = O.1,~4).

Por tanto, un vector director de Ia recta  pedida s ¢l w = u X v:

x=1
y=1 yuly
¥ pasa por el punto de corte de ambas. z-a-2 2=
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)
La recta (1) pedida queda determinada por el punto de corte (P) de as rectas s y  (en el caso de que
fectas se corten) y por un vector w, perpendicular a las recas 5. ¢ (¥, por (anto, perpendicular a
Sus respectivos vectores de direccién u y ¥)

Para hallar P s
el sistema es compatible y determinado, ambas rectas se cortan.

Igualando los valores de x, y, z en las ecuaciones paramétricas de las rectas, se

Como j s, ala vez, igual a 1y a 2, el sistema es incomparible; s decir,las rectas 5 y  n0 se cortan
Y. por tanto, no exite recta perpendicular a elas que pase por ¢l punto de corte.

24, Hallar las ccuaciones de Ia recta r que pasa por el punto (1, 2, 0) y es perpendicular al plano que
243 (x=2u+S

contiene a las rectas
Gl ye=—z+1

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)
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3 e vector s, puss, ¥ per-
e & i s s et 06 e

Un vector de dinecon e a1, 25> = 2) o @t un vetr dircorde

Wi (252250 e

direccidn (u

. Como ambas rectas tene un mismo vector de

), son rectas paralelas.

Alser parallas las retas 1, 1, 10 se puede de-

orial

v, ya que dicho producto vectorial s nulo.

Hay que hallar oro vector, ontenido en l plano,
dei

(erminado por dos puntos cualesquiera, uno dé
la recta 1, y otro de a 1; por ejemplo, l vector
AB.

i se consideran ¢l punto A (3,6,0)de lareta 1,y
el punto B(5,1,0) de Ia recta 1, ef vector AR es:

AB = (5,10 - 340 = 230,

s ok, vectorasoiado el pano rssor
de direccion de la recta t, eselw = u

"
R T R e
=

y-2

5. Hlla I sacnde £ ue o or P 1,0, s comenid n o anox
x+dy=
yesparaeaa aresa ¥ ¥ 30

K et pdid ueda dtrniadepor o puno (11,0 n vetorde i u e i )
dada, por sr a recta  paralela

= pxa,siendopyal
bopgeirpistil i

[
u=pxq 130 =3k - 3k = —6k = (0,0,-6) 0 (0,0,1).
1
x=1a0n (x=1,
Las ccuscones paramética de I reca rson: | y = 1+ 0\ = |y~ I,
1Zo4x o
Noseha impusa por recta esé conte

nida en el plan 0. Para que se cumpla tal condicién cualquier punto (1,1,)) de la
o b i ) i 5 G i St 2 st A vt o St
del plano.

Comol—1- 3=
tenida en el plano dado.
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26. Dadas las rectas : . determinar un punto P sobre la recta ©

¥ otr0 Q sobre la s, tales que el vector PQ sea perpendicular a ambas recta.

a L ya que si
vector PQ pedido.

Se va.a comprobar que, en fecto,
bas recas.

Tgualando los valores de X, ¥, 2 en Ias ecuaciones paramétricas de s rectas, e origina cl sistemas

n+2 F

Sumando las ccuaciones primera y segund, se obtiene:

Sustituyendo este valor de \ en la primera ecuacion, resulta:

dety \ no satisfacen 1 sstema cs incompatible
¥ las rectas 1y s no se cortan.

las rectas ry s no son ionales, por lo
8 0 o
Por consiguiente, las rectas 1 y s se
acuerdo con lo que exige el enunciado del pro-
blema. = T

Lospetos Py 0 aue drminan lusor PO,
estdn en la recta, perpendicular comin a las ec-
a7y 5 qia 3 Ao e

La reta  tiene un -3
P o 6 rate B A% o o8 o
vector director v(1,-2,3) y pasa por ¢l punio
B0.2)

La recta  viene expresada por la interseccidn de
dos planos = y " y tiene un vector de direccién
w-u es perpendicular

2 l0s vectores 0y v, por se larecta  perpendicu-
lar a las rectas 1y

El vector w es:

1 plano ¥ queda determinado por el puno A(1,02)  los vetores u(l
tanto, su ecuacién es:

3y w301

=0 = x+1ly-3+5=0.
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E plano =" queda determinado por el punto B0,0.2) ylos vectores v(1,~2,-3) y w(-3,0,-1). Asfpues,
su ecuacidn es:

-0 y-02-2
e e
a0
- L(xaioy -3
Por consigiene, I ecuacion de lareeta es: 1 74 7% = 25
Elpunio Pesla Para
‘mado por il sis bas ects
cortan.

recta 1, resula el sstema:

(440 + 1060 - 3¢ - 3)
3

A40+560-32-3=-6 5

El sstema es compatible y determinado; por tanto, las recas 7y t e cortan.
Reemplazando el valor de t en las ecuaciones paramétricas de la recta 1, se tene:

s

—

R T
-

el cdlculo de las coordenadas del punto P.

5. i eas ( = Ay = 2\,z = 3\ + Dde
1a recta s en las ecuaciones de Ia recta , resulta I sistemas:
A+ 10628 = 3(3h + ) = =5
A4S =3R4 =6

valor de \en par

1
-y

A w0

arzetiia B

Lo s e son: P+, )y @

= 5y —6 = ~6), obtenidas al P

I T _(7L£_) (A
00 10 101010
es perpendicular a los vectores u y . En efecto:

P




27, Hall

B
e rfn

Tos d o e vector PQ los vectores uy ¥.

0,2, 0y B(0,0, 2)y corta al eje Ox en un

alar i
punto C, tal que ¢l drea del tridngulo ABC s 4 u'.
‘Como el vértice C se encuentra sobre l ¢je Ox, e

el punto C(a,0,0).

Eluinplo ABC sk detmioado poro vt
¥ CB. Los vestore

CA = (020 - 000 = (=
B = (002) - @00) = (.02

El drea del ridngulo ABC e igual a la mitad del
ucto vestorial CA X CB. Elpro-

Pk
a2 0|
02

CA x CB = 4 + 2a) + 21k = (42020)
EI mdulo de CA X CBes: [CA x CB = Vi6 + da? + 4 = + Vi6 + Bal.

Pummo.+—‘/|sow 4 = 16+ 82 =64 = 8a' =48 = a=V6

El plano los puntos A(0.20), BO.0; 0.0, Bs deci, su ccua-
x=0y-0z-0] |x y-2z
0-00-2 2-0 2 2| =0 = 2+ Véy + Véz - 26 = 0.
V6-00-2 0-0 V6 -2

Nota: Sc ha considerado a = + V6, pero también podria ser a = — V6.

w2 241
12 T determinar un punto B de la

Dados el punto AG, 5, =y l resta r: 5
seca , tal que la recta AB sea paralelaal plano 3x ~ 2y +2 + 5 = 0.
Sel o B2 Porprens

byl e g
ecta £, Bs dear:

Asipues, el punto es BRA + 1,1 = 2,4\ = ).
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Las componentes del vector AB son:

AB = @\ + 1A= 240~ 1) = (5-D) = @A - 22 - T4N),

AB,

Elvestor A

A iy

Elvector u@,
ducto escalar u +

w A

Sustituyendo X por ~1, se obtiene el punto: B(-2 + 1,-1 = 2,4 =

29, Hallr Ias ecuaci

x
2

G200+ QA= 20 = 74N

1), vesor ocado dl e, i al e A'B's ot o e

yey

-

(1,73,

fones de I recta t, paralla a la recta 1
x=242
y=2

¥ que se apoya en las rectas

241
=y

L eldn quda deminda or ol ko
P, punto en l que sc apoya en (corta ) a recta .
o e e o w11 o a e
que ¢ también un vector director de la reca t, por
ser sta paralela ala. 1,

El punto P es Ia inerseccion de Ia reca r, con un
plano (x), que contenc a las rectas , 1

Este plano 7 queda determinado por un punto (cual-
quiera) A de la recta , y por los vectores d direc-
cidn uy v de las rectas ty . ¥a que <l punto y Ios
dos vectores estin contenidos en el plano .

La recta  teme un vestor ditector ¥(3,2,1)y pasa
por ¢l punto A(1,0,-1)

Por tanto, a ecuacion del plano 7 es:

x=1y=0 241
1 1

0= x4z

punto d plano
*ydelarectar,
dex, e
obiene:
@+ =20+ D +G)=0 = (=0,
valor de ten las ecuaciones de la recta , resulia:
xmn42=2 y=n+1 0~ punto P(2,10)

Por tanto, I ecuacién delareca ¢ pedida es:
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elplanoxx 4y +z=§

0. Dados ¢l punto A(L, 0, 1), la recta r: x —
i yno cortaal

plano ¥

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

Silareta ) pedianocorsal plan o e

contenida en un plano #, paraleloal y que pasa

por l punto A dado (punto que no pertencee al

plano 1)

Larecta t s lainterseccion del plano = con ofro.

plano (x*) que pasa por ¢l punto A y s perpen-

dicular ala reca .

(Véase Ia figora adjunta.)

El plano * queda determinado por el punto

A(1,0,1)y un vector u(l 1,1), veeor asociado del

i, e vt il

. por ser éste paralelo al .

Por tanto, a ecuacion del plano x” es:
G-DHG-0+G-D=0 =

2=0.

xtytz

El plano =~ AL, i6n V(1,12 de arectar,
ue es un vector asociado del plano =, por ser ése perpendicular a la recta .

Por consiguiente, la ecuacion del plano =*
=D+ G-0+2E-1D=0 = x+y+2-3=0

xtyrz=2,
3

Es dci,las cuaciones de st tsons [ 1373

vector a?

(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)

) e In] I - cos e s dngl formado or o ectors, dado que or
pocis 8 % 0, par que s 5 =  hn de cumplire o e csta o s

* Que [x| = 0; es desir, que x sea l vestor nulo: x = (0.00).

* Quecosa = 0~ a = 90°(0a = 210°), o que indica que los vectores a y x on ortogonales;
e decr,los han de estar contenidos en planos i y

2) Dado que el médulodea x xes [a % x| = [a] - [x] - sen.a, siendo a el dngulo entre Ios vecto-
1653 ¥x, Y como por hipdtesis a # 0, para que a X x = 0 ha de cumplirse una de las dos condi-
* Que x|

*Quesena=0 » a=0(a

es desir, que x sea el vector nulo: x = (0,0,0)
o ;e

que los vectores a y x son paralel

. lo que i

las del vector
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£

+bporax b
s siempre cero.
(Propuesto en la Univ. Aut6noma de Madrid.)

Sean 1o Vetores 3(4,) ¥ bbby by). S tene:

Sa4b = @aa) + Oubb) = @ + bya; + byay + by,
Pk

eaxb=la @ a|=abicabl+ abk - abk - ab - abi
b b b

8= @by~ ab) i + @by~ ab) ) + @b~ ab) k.

S D)X B = @ byt by b @by — by ab, — b, a0y — by
@B @ B) = (@ % b) (s~ ) + (@ + b w, — aby) + (& + b) @by — ad);
(4B @ X b) = ab, - aab; + Db, — abb, + adb, - 2k, +

+ by — abb, + aab; — aab, + ab — abyb, = 0.

Queda, pucs, probado que (a + b) - & X b) = 0.

1os dos supues-
tossiguientes:

* Los vectores a y b o son paralelos (sus componentes no son proporcionales):

que tengan el mismo origen.
n El vector suma a + b est contenido en un pla-
0 7, ya que dicho vector es Ia diagonal del pa-

cidn de los dos vectores 8.y b.

vt prottovsrela X besidnla o
£y perpendicular al plano
Por ano, los vectores  bson orto-

oot e ok i
man mide 90° (0 270°), con Io que cos a = 0.

Es decir: (2 + b) -

xb)=fatb|-

3 x b| cosa = [a+b|faxb]

=0
* Los vectores 2 y b son paralelos (sus componccs o proporcionales):

i x| = [a] - [b] -sen
150°), =0

(05en 180° = 0)
Por tanto: (@ + b)(a x b) = (& + b) -0 = [a + b] -0-cos 0° = 0.
33, Sienido a y b dos vestores cualesquiera del espacio, probar que (a — b) X (8 + b) = 2a X b.
(Propuesto en la Univ. Autdnoma de Madrid.)
‘Aplicando a propiedad distributiva del producto vectorial, se tiene:
G-Bx@+b=@-bxat@-bxb=axa-bxataxb-bxb
Comoa x a = 0 (por sera = 0%y sen 0° = (por ser 6 = 180° y sen 180° = 0)y
—b X & = & X b (por ser anticonmutativo el producto vectorial), se obtienc
G-b)x@+H=0+axbraxbs0=2axb
Queda, pues, probeda I igusldad propuesta.
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Problemas
métricos I

TEMA II-3.1.

Ejercicios resueltos

1. Determinar un punto de la recia + que equidiste de los planos

v+l 242
2 3
44y —1=0ydx—3z—1=0.

2

s inica a solucidn?
(Propuesto e Univ. Complutense de Madrid.)

Un punto genérico de dicha reta es P(1 + 2, =1 + 3, =2 + 20. Por hipdtesis del problema
equidista de cada plano, es deci:

D F R P ST SV Y T P
Ex fry=r
" uss i (mm—2eme
T i el i g TS P )
; gL
De e primra: 16 = 11+ ¢ - 11
De I da: 200 = <7 =L
o sesnda: 20 = 71 = 57

WA
102010/

Se observa que Ia solucidn es doble.

2. Para cada .se considera e plano v, de ecuacitn: (1 + 20+ + (1 =0y + (1 + 302 + A~

< pasan por una recta't y hallar

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

La ecuacién de los planos se puede escrl

XADAY bz A A =0 by bz Gy D) =0,
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Rtk de s s desrmismta e {57755 17 8

1 -

, xty4z=1
Comoenclsisema 3, 7,*,%

Tos planos se cortan en una recta 1.

eulemos ahora la minima di ¥, Sean dos iera d

Py et () < A -k

Se consideran dos puntos cuslesquicra de Ia recta £

AL-LD, B+ L2-13+2=@19).

Por (6
AB = (1 1,-1) = (5,0, = (=4, 1,3 AN = (1,-1,2) = (5,0, ) = (4, -1, 6)
AB = (1,9 - 0,71, = (1L.2,3),

-1
det. (AB, AN, AB) = | 4 -1 6
12

D
[ 1) -

wwnm (|3 3|4

|AB x AB'| = V(37 + 157 + (-9 = V3 + 225 + 81 = V3I5.
51 19 19V35

5=

s
i T e 3

Ejercicios propuestos
A . Sean los puntos A(a, 0, 0), B(a, b, UJr €O, b, =)
N 3D(0,0, 9. 100t turs plana os
e .56, D DAY Caletr ot
S ladosy

1) Como e aprecicna s s s s

ADy BC son equipolentes. En efecto
El vector AB = (3,b,0) -~ (1,0,0)
i elvestor DC = 0,,0)— (0,0,¢)
4 el vector AD = (0,0,0) - 3,0,0)
elvector BC = (0,b,0) = (2,b,0) = (-2, o‘c),

©b,0;
©.b, uy;
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2) La longitud de cada lado del paralelogramo s el médulo del vector correspondiente. Es decir
Lado AB = lado DC = V&¥ + b + 0°
lado AD = lado BC = Vi=a)' + 07 + ¢ = + Va% + ¢

3) El drea del paralelogramo es igual al médulo del producto vectorial AB X AD:

= bel + 0 + abk = (bc, 0, ab).

I

Area del paralelogramo: Aspco = |AB X AD| = VB + 0° + @5 = + bVaT T S ul,
Nota: EI producto escalar de los vectores AB y AD es:

AB-AD = (0,b,0)- (-3, 0,0) =

S 40+ 00c=0.

Por tanto, los vectores
su drea se puede hallar por la formula general;

AB-AD = b (+ Va' + ¢) = + bVa' + o

Ansco = base - altur

- Dados o punis AL . 1) BG: 2 1)y CO 1 =, calclr b disnci el puto A 8 recta
determinada por los puntos

(Propuesto en la Univ. Ca"w‘vllm de Madrid,)

La distancia d de un punto A a una recta 1 (deter-
 otros dos puntos B y C) viene expresa-
da por la formula:
|AB x AC|
dan = AL
A0 T8C] :
B ¢

Nota: Si n0 se considera el valor absoluto de la distancia, Ia distancia d es posiiva cuando el punto

delarectar,
El vector AB = (3,2, 1) = (1,0, ) = (2.2, 0);

el vector AC = (0, 1,=1) = (1,0, 1) = (-1, 1,-2);
el vector BC = (0, 1,-1) — 3,2, 1) = ¢ -2

AB X AC = = 22Kk 4 = 4 = (4,4,

ik
22 0
a2

|AB x AC| = VER T T = VT = + 4V5;
1BC| = VT D = G T A = 4 VR
Por tanto, I disancia  del punto A a 1 resta v, determinada por los puntos By C, s:
AW S VI s4vE v
m =ty

A =




3. Caleular razonadamente la disancia del punto P, -2, - alarecis (573 "9
(Propuesto enla Univ. de Granad.)
Se hallan dos liera (A y B) de la recta (1) y se e

Paray

0:x=5 = pmOA(,0,3; piay=lix=7 = pumoB(,13)

La distancia d del punto P a la reca 1 es: d(P, 1) =

Elvector PA = (5,0,3) = (3, =2, =) = 2,2, 9%
el vector PB = (7, 1,3) — 3,2, -1) = @, 3, 4)
el vector AB = (7,1,3) = (5,0,3) = @, 1,0).

e
PAXPB =22 4| <8016+ 6k Skm 8 - 12— i+ 8~ 2k = (48,2
i3
1PA x PB| = V&7 T 8+ (0 = VI6 + 61 74 = VB8 = + 2000
|AB| = VE T TG = Vi1 - 4 V.
Es decir, In distancia d del punto P a recta e

oy DT +20 V5 2N
A= S 5 g
4. Hallar la distancia desde ¢l origen de coordenadas a la recta. il

2-3y-z=0
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

El problema se resuelve como en los dos ejercicios anteriores.

Se hallan dos puntos cualesquiera (A y B) de la recta (r):

Py -0 (3230323 - mmonco,
sy -2 [E10 715 | < pmons 20,

La distancia d del origen, punto 0(0, 0, 0)a la recta ©

10Ax 08
e O]

El vector OA = (2,0,4) = (0.0,0) = (2,0, 4
5,2,4-0,0,0
=6.29-0,049=0620

=20 4 k- B - 8= 8+ 12) + 4k = (-8, 12, 4);

Pk
204
524

10A x OB| = VB + 12+ @ = V6i ¥ 148 + 16 = VI8 = + $VIs;
|AB| = VF S F S0 VT T = + VI

228



Por tanto, Ia distancia d del origen a la reca 1 es;

+aViE_ +aViENBm
i

40,0 = 5

3 B(0,0,0),C(0,1,0yD(L,2,1)
S ar e S 46 s X A s Gt 5% o ot B G B

(Propuesto en la Univ. de Barcelona.)

B} o pucn 8,5 Ao han de
e Eacin 8 v (1 Scmnade ot B,

La ecuacién del plano = es:

1-02-01-0

Susiuyendo I coordenuda de pusto A1, L 0 en 1n cutibn dl plano , v
<1=0 = -1 # 0.5 di, unio A o coplcariocon s puncs B, C7 D, i s coor-
s 3 e i 88 St

2L i Yz ax by des
la formula:

aa,n)

].,‘wy.m‘u

Varwie

Nota: Si no se considera el valor absoluto de la distancia, la distancia d es positiva cuando el punto
P ) o 3

del plano .
La distancia d del punto A(-1, 1, 0) al plano = cs:

an- |

. G i b, 10,0),(0,5,0)5 (0,0,0).
Se procede como en el ejerciio anterior.
La ecuacidn del plano (x), determinado por los puntos B(a, 0, 0), C(0, b, 0)y D(0, 0, &), es:
0-2 0-0 c-0

.2
Lif-o o
5

Por consiguiente, Ia distancia d del punto A(a, b, ©) al plano 7 es:
beeatacbtabec—abe

Vo' 1w + at |

2abe
Voo 1 it + it |

2

=T T
e @t v ¢

dA ) =



denados, segmento a (en el eje Ox), b en el cje Oy) y ¢ en el eje O2),

P

g . Bola g i Sk oot e
¥ dado, P(-1,

PIAN 7 En ellase observa que las coordenadas del punto

T cxpresadas, respectivamente, por las ongitudes de
os segmentos PA, PB y PC.
adverte también que las distancias
del punto P a los cis coordenados estin determi-

e A mentos PD, PE y PF.
Por tanto, las distancias pedidas son:

1) Distancias a los planos coordenados:
4@, 0%) = PA = 2u;  d(P,0x) = PB =3uw  d(P,Oyp) = PC=1u.

2) Distancias  los ces coordenados;

PD, PE y PF:
4P, 09 = PD = VF + 3 = + V3w 4P, 0y) = PE = VI 4 2 = + VSu;
4P, 02) = PF = VIT + 3 = +Vi0u.

deigual forma.

1) La ccuacién del plano Oxy es

4@, om) =
> fercicio 2. Tles pun-
108 pueden se, por cemplo, G(1, 0, 0y H, 0,01
LG e e 1PG x P
L ditaniad e pnt P al e Ox e P, 09 = L2

El vector PG = (1,0,0) = (-1,3,-2) = @, -3, 2%
el vector PH = (2,0,0) — (-1,3,-2) = (3, -3,
el vector GH = 2,0,0) = (1,0,0) = (1,0,0).

Pk
PG X PH=[2 =3 2| =60+ 61— 6+ %k~ 4+ 6l =2+ H=0,23
3




|PG x PH| = V0 + 2+ ¥ = Vi + 9 = + V%

|G| = VET 00 =

Es deckr, I disancia d dl punto P al je Ox
a0 = 2 i,

8. Halla la distancia entre los planos x +y + 2 — 3= Oy3x + 3y + 32— 5 =
(Propuesto en la Univ. de Santiago.)
Se considera Ia dist dos par

La disancia dente dos planos paralelos, : ax + by + Gz + € = 0y x'5a’x + by + €2 4 ¢’ = 0,
viene expresa por Ia formul

dxx)

raraibls o
v er e

@l n e .9 EL 2, hxnckwrwuwmmuls,aoedn se ha de cumpli que
b

ST TR
ey i e o i
e o !

5 1os planos (xy =) dados son paraielos y o coincidentes, por o que

3
s disancia d s los e

s 3 -3 549
e = el
o= | i v | - [ 3 1 3%
4
derur) =+ 5

. 3) ¥ que es paralela a la recta

9. Hallar Ias ecuaciones de la recta T que pasa por el punto P,
=342

Determinar as distancias del punto P a las rectas 1y ¢’y Ia distancia entre las rectas 1 y
(Propuesto en la Univ. de Valencia.)

1) Un vestor de direccion de a recta dada r's €50, 0, 1), que s también un vestor

y
£, a que ésta es paralea a la dada.

director de a recta pedi

=2-3,

Como la ecta 5 pasa por el punto P(, ~2, 3), sus ecuaciones son:
v

2) La distancia del punto P a I recta  es cero, porque el punto pertenece a Ia recta,
La distancia del punto P a a recta 1 y Ia distancia entre las rectas  y * son iguales, puesto que
1as rectas 7y ¢ son paraleas y el punto P pertenece 4 la recta .
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*yse pro-
cede como en el ejrcicio 2.

Paraz = 0:x=2 = punto AQ, 4, 0)

Pz liz=5 = puoB(s,4 1.

La distancia d del punto P a la recta 1 es: d(P, 1)

Elvector PA = 2,4,0) = (1, -2,3) = (1, 6, =%
el vector PB = (5,4, 1) = (1,2, 3) = (4,6, -2
clvector AB = (5,4, 1) = (2,4,0) = 3,0, ).

PA X PB =122 6= 2k 2 418 =

JoK
5 -3
6 2

i
i
107 - 18k = (6,10, 195
|PA % PB| = V& + (-10) + (18 = V36 + 100 + 324 = Vg0 = + 2Vii5;
|AB| = VF T T T =
‘Es decir, la distancia d del punto P a la recta r* (y la distancia d entre las rectas ry r') es:

L2 2T 0V
AP,y = dlery < SIS VU0 10V g,
i 0 v o °
yelpuno
& perper las rectasry .
40,0, 1), v 32 que el plano

e e e s o B e o

x -0 +D+E-H=0 = K+z-6=0
Pl untode core e et 1 pan 5 e st forado por s
ecuaciones. Susituyendo en Ia ecuacion del plano x por su valor en la reca 1, s¢

302+ 42-6=0 = 10220 + 2=0,
iy =4~ punto Q. 4, 0).
Palarectar (v

Paraz =0

los puntos P y Q
AP, 1) = d(nr) = dP,Q = V@ - 1F + @+ 27 + 037 = VI + 36 + 9 = + Va6,

Se pide Ia distancia del punto A(1, 2, 3) a la recta
por el punto Ay es perpendicular a I recta .

(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

¥1a ccuacién del plano = que pasa

Enl figura de la pigi (1.2,3)y I ecta dad
esel e Oz

larectar. i P

K}
mento AB = A’O. Es dec
d(P,1) = d(P,0z) = AB = A0 = V¥ + 7 = + VSu.



2) Bl plano , perpendicular  la recta  por el
punto A, cortaa dicha recta (eje Oz)en el punto
B(0,0,3). Por tanto, la ecuacién del plano = es:

z=3
Se podrs la distancia por el procedimien- f
t0 general, aunque la resolucidn resulta més labo- s,
riosa, Es decir:
& vA

1) Se hallan dos puntos cualesquicra (B y C) de
1a recta (e O2); por cjemplo, B, 0, 3) ¥
€0.0,2,

La distancia d del punto Aa larecta e O e
14B x AC|
[cl
Elvector AB = (0,0,3) = (1,2,3) = (-1, -2,0)
elvector AC = (0,0.2) = (1,2,3) = (=1, =2, -1

el vector BC = (0,0,2) = (0,0,3) = (0.0, -1).

a@.n = 4@, 01 =

[
ABXAC=[-1 -2 0|=2+%-2%

|AB x AC| = VI + (I + O = VA + 1 =
1BC| = VO H 0 % CIF = VI

del punto P a la recta r (eje O7) est

La distant

an - ae,0n = 45

o s s s 12

La recta r tiene un vector de direccién u(3, 2, ~1) y pasa por el punto A (-

La recta s tiene un vector dicector ¥(6, =5, ~2) y pasa por ¢l punto B(7,
-

como 2

=5

las (ni coincidentes). N

36 745 3 6n
Alser| 2 =5 545 2 -5 0| = 48— 60 = ~108 0, las rectas se cruzan.
a2 2-2] |4 20

Por tanto, la minima distancia entre ellas s:

det. (n,u‘ul
Tusx vl

El vector AB = (7, =5, 2) = (-5, -5,) = (12,0,0;



32
de @ ABY = [12 0 0| =60+48=
65 2
Pk
wxve (3 2 i | = b6 ISk - 1+ 6 - 8= -9 - 2k = (-9,0,-27);
65 2

Jux v| = Ve3P ¥ OF + (207 = VBT + 729 = V10 = + 9Vi0.

La distancia ente las recas 1y s es:
108 12V
10

6VI0.
B

. waws
TR | L & NP —

(Propuesto en la Univ. de mm.}
dene un vector de direccion u(, 4, 1) y pasa por el

——"

A0, e i s e i
oy

[ty

ek ot o e e ol

| det. (I, OA, u) l
Xl |

alos ejes

i wio 4

Por consiguiente, se

1) Distancia al eje Oy

El vector OA = (3,1,0) = (0,0,0) = 3,1, 0%

det. G, 0A, v

lixul = VO + (IF + & = VI + 16 = + V17,

La distancia de la recta 1 al eje O es:

ik
100
341

2) Distancia a eje Oy: 4, =



lxul = VI E 0+ (F = VT 49 = + V0.
La distancia de la recta  al eje Oy es:

ERICN
10

3) Distanci al e Oz: 8, =

det. (k, 0A, u) =

001
310
341

kx

b= 43 = (43,05

[
001
341

Ik x ul = Va7 + 34 0 = VIE+ 9 =35

La distancia dela reca  al eje Oz s:

13, Hallar Ia condicion que cumplen & y b para que las rectas

+3
sean coplanuisy deierminr o plaot e, contesendo a s recs 7, ¥ 1, tenn 1 dl
minima y méxima al 0.

(Propuesto en la Univ. de Valladolid.)

1) Las dos rctas , y , son coplanarias s se cortan en un punto o s son parallas

tible y determinado:

xzmaz-nel (6o
y=z+1=-2 2=b-

Para que o i seacompatble y decrminado s b de cumpl aue:
Lza “ @=-20b-3=-2 = ab-

b=

La condi 3 n punto, s
ab-3a-2b =8,

 Para que Iasrectas sean paralelas sus vectores d direccidn deben ser proporcionales.

Laresta 1, jene un vector de direccidn u(a, 1, 1) y pasa por el punto
A@3,0.
La recta 1 = 2 tiene un vector direstor v(2, -1, 1) y pasa por el punto
B(,5,0.



como—- 4

como e parlls.

Por s, s et 11, ias si puntoy
plenay bes: ab — -5

et

er el Lyseruy i e

Elpiano s comine s s 1., auda determinado por o A, 03 o v
res u(a per-

Asi pues, la ccuacin del plano  es:

Es decir, (x ~2) + 20y~ )~ 22— 2 —aly - + (=2 =
‘Operando se obtiene 1a ecuacion del plano 7: 2¢ + (2 = a)y = (2 + @)z + 32— 10 = 0.
oo I cuacion e lane s depene Gl parkmet g, e s e eicuddeuna radiaion de

s i 5 o

o, ibyretes
formula:

40,1 = | ———r

N Vel s bia
Por tanto, I 0
40, %) =

e

La condi que la distancia d sea miri i la derivada de & @

)
sea mla, - (4(0, 1)) = 0.

e e it (0, ) decompustn e, g g do 34— 10, o o 20
~10m0 - an 3a - 10 en los interval

[N

nan0
e

Es dec, I funcion distancia cqivale 3400, ) = | Osia = -,
s-10 0

V2w 3




Se deriva, respecto de a, la funcion descompuesta en tramos:

i A0

2Vi2 + 2a° 12 + 22 - (6a® + 200)
2+ + 02+ 2 Vi2 + 200
100 - 18 10
SRl .o
TV e 3

g < oL
@O m) = ( moeisesia = -

i faGa+ 10)

302 + 269 - (6 + 200)
02+ 2 Vi2 ¢ 28

10

T Ry Py
+ 6+ Vi 3

Igualando a cero la primera derivada, se obtienc:

5
10041820~ amot o2
Como en s = -1 no it I primer derivada, pero i exse Ia funcin, son punts ciios
s s
-gre- g

Para averiguar cul hace minima y cudl mxima la funcion distanca, al exgir l célculo de la
segunda derivada operaciones bastante laboriosas, se estudia el signo de Ia primera derivada en

s (-2 ), (-2, 2}y (22 e ).

503
. i(
won |+ 1 - 1 =

N N ;
o s i) s e s e 2 - -
i o da R -
e o e B

U R —

que corresponde al valor a =

e (and)es

T su ccuacion es:




distancia i 0,0, esel

* Elplano vy, ¥,y

oot ot .= 1 s

woane (122 )y (302 ) s 2w
e

4
x-gy- e

Nota i
que tiene Ia minima distancia al punto O(0, 0, 0), puesto que su distancia a €l es cero (ia menor
posible).

B(,b.0)

de la recta r, en lugar del A2, 3, 0) de I recta r,, Ia ccuacion resultarie:

x=1y=bz-0
[
2 a3

=0

B deci, (x = 1) + 20y = b) = 22 = 22 —aly = b) + (= 1) = 0.
Operando se obtienc a ecuacion de la radiacidn 7 2x + (2 = )y — @ + &)z + &b
Como ab — 3a — 2b = 8, resulia queab — 2b = 32 — -
de la radiaién, se obiene:
R e
S mX+@-dy-Q+azsla-10=0.

‘Obsérvese que es la misma ccuacién que la obtenida a parti del punto A2, 3, 0).

o punto (1, 1, i plano

. e
T
R TE

=241
ye=z+a

Caleular Ia distancia entre las rectas 1y

Determinar a para que 1 distanca sea 5

(Propuesto en la Univ. de Valadolid.)

) 1,0y
dada ('), por ser la resta  paralela ala .

x42y=0 %

o =7

s ot oo s s 112 —

et et (1L L Jovnrcn

B decr, Ia ecuacitn continua de la recta t es:




en el pano =

daen el plano (1) x a bien, para que Ia reca 1 esté conteni
e e S g i

Un &P, i lquiera, dis-
tinto de cero, al pardmetro \ en I ecuacin

Puno P: 1= 1-3:0=0;

sfacen Ia ecu

Como los puntos Py Qs i6n del plano =, la recta r esté contenida en &1.

o PO Wbl SNt S0 00 ¢ e € s o
V2,1, 1), v de larecta , y el vestor wi 3), vector asociado del
S b e B s
Vew= @D L) =24 1-3
- wesulo, tanto, larectar
est contenida en ¢l plano 7.

) Se et rime agar s s o parlls o s (nios cass n 10 e tne
bobrvyepibibininghd bt iy

L e ene et i, . 1) s 0t o 1, 1,0
L it comim g s | 2,720

tiene un vector director v,

1110 pas pr et punt A

!
(Como 51 1, los vctors de direcion o son proporconals y las rctas no son paralelas
(@i coinidents).
!
2a -1
L UL R
L35 T*7

“al-atl-nme2=s-da+s
Los valores de a que hacen cero el determinante son:
3£V9-12 3%V

Sl3m0 = e = ST - S5 aces imagitaias).

Como no existe ningin valor real de a que haga cero el determinante, las rectas se cruzan.
PAY)
TET

det.
Por tanto, la minima distancia entre ella es: 5 =

v = (1100) 1.0 - (- Lo )
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15, i
distancia § del origen de coordenadas.

det. (v, PA, ,

-1 -

e

bk ak-2 -

A+ @-DI+ @+ D= (2a-2a4;

Wxw VTG G T - 4 VT
La dltaniactre las etas 1y
b= +3-3 |-a* + 3a 3|
Tew | Ve
3) Para que la distancia sea § = l =5 se ha de cumplir:
:£ B I N TS X

Elevando al cuadrado los dos miembros de Ia gualdad, resuls:
A -Gl + 157 180 + 9) = 36 + 6~ da'-24a) + 60a -T2 + 36 = 36+ 6 =
< gt 24l 4 Sa = 2= 0 = 2aQe - 124% + 2Ta~ 36 = 0.

L Oya = 3,65
cxprsion o a disania b nre s 1634 £ £ S e

" I
[T N

Wittt 0

13368 + 10959 3] sass
Para = 36538 - AU 093] L

e e

(Propuesto en a Univ. Aut6noma de Madrid.)

La recta () st determinada por los puntos A(1, 2, 9 y B6, 5, 6. Su ecuacion continua es:

B 20 i

80 0(0,0,0). L ‘verifican el sigui de
VG- r O 0F G0 = k5 (fayerals
xo1=5-28 B s ey
yo2-mos y=3-1

Sustituyendo en la primera ecuacion los valors de x ¢y en funcién de 2, s tene:
(5= 24P+ (e 13F + 2= 25 = 25— 200z + ST6 4+ 921~ The + 169 + 2= 25 =
- 38831 4 0 = 0.




Resolviendo la ecuscion de segundo grado, resulta:
L. M8 % VIOTT24—TO0R0 _ 318+ V53T _ 318+ 18
0 0 70

Ll
ol

'S 0
T B} ¢

Reemplazando los dos valores de z en x ¢y, se deduce:

u 0
R L I

u
=32
n=3

B—

Py ¥ que dis-

tan $ unidades del origen de coordenadas.



Problemas
métricos II

TEMA II-3.2.

Ejercicios resueltos
1. Sean los puntos A(1,0,0), BO, 2, ) C(0, 0, 3. El punto D s efsimético del orgen respect al
By "B.CyD.

idente con los puntos A, By C es:

—1yz
-1 20
03
6

La ecuacién del plan

(= D6 =y 422206+ Iy +2u-6=0

Un vector asociado a dicho plano es (6, 3, 2), que es un vector director de Ia recta perpendicular al
plano por el punto (0, 0, 0). Por tanto, las ecvaciones de Ia recta son:

x=0 _y- ]

g 3

x=6t
3

Susttuyendo x, y, z en la ecuacidn del plano:

e R e e s
% s i
E R e
Bl simieo D ol orgen,rspoctoa H
b(2- 2% 02t o —An)
n n
0= (i) - 000 (G5
o n
- () o202
RER %
@ () -eey= (G
n % W
vailn @ ‘ 2 e
6ln 36 3| 05894

2. Determinar el dngulo que forma la recta x = y = 7 con el gje Oz.
Un vector director del e Oz es (0, 0, 1)y un vector dircctor de Ia recta dada es ¥(1, 1, 1.
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Solucién de los ejercicios propuestos

. Hallar los dngulos del ridngulo de vrtices en los
puntos AG, 4, =3), B2, 0, 1)y C(=1, 3, 0).

Bl cosenn de ngul formado por dos vetors
b vine expresado por Ia formuls:
-
-
Cada uno de s dngulos del gl ABC et or-
madpor s dos vetores e representan s ados

que forman e ing
JvA e

Dichos ectoresysu correspondicntes mdulo son:

AB = -BA = Q,0,~1)=(,4,-3) = (-1, 4,2) = |AB| = |BA| = VI + 16 + 4 = + V2T,

3 - IAC| = [CAl = VIE+ 149 = + V36

= |CB) = Vo4 9+ 1= 4B

AC = CA = (1,3,0)= (3,4,-) = (4,
=331 - [BC]

BC = —CB = (-1,3,0) - @,0,

Por tanto, los cosenos y las amplitudes de Ios dngulos del trdngulo ABC son:

ora o ABAC | (CLAD.ALY | dveie e
AB| - [AC| Hvl) (+26) + V56 + V546
- = arccos 0,599 = 53 117 297
e
B
corpnBABC__ %
BAT - BC]
- f = arcos = anccos 0,350 = 69° 29 973
iy (A 61,9030 2-3+3 1
YAl IeBl T (s v - (s V15) VEe e

2
~ y=arces
g T

ot Obsérvese que 1a suma de las ampliudes de los s dngulos es igual a 150°.

= arc cos 0,540 = 57° 19" 2.

(Propuesto en la Univ. de Santiago.)

gl torndo or ot 3 g s s e s
) son (3, 4, )y v(-3, 4, 5) los médul

de estos dos vectores son:

ol =V9+ 16+ 25 =30 = + 5VZ  |v| = V9 + 16 + 25 = V50 = 45V2.



‘Es decir, el coseno y la amplitud del dngulo formado por las rectas r y s son:
u 649 (349 16 +25
Tl T+ 5V (+5VD) 50
= d4ng. (r, 5) = arccos 0 = 90°.
Las rectas £ s son, por tanto, perpendiculars.

cos(r,5) =

e o daule s foman s i x = y = 2y [ 3371
(Propuesoenla Ui, Auténoma de Modrd)

Un vector de direccién de la primera recta () es u(l, 1, 1.

‘Como la segunda recta (s) st expresada por Ia inerseceidn de dos planos, tiene un vector director

-0

delos planos.

Un vector asociado del plano x + 2
(0, 1, 0); por tanto, un vector director de la recta s e5 v

k= 10,1

Los modulos de los vectores u y v son:
ol =ViTTaT=4VE I =ViF07i=+V2
‘Asi pues, l coseno y Ia amplitud del dngulo formado por las rectas Ty s son:

Wy DEL0n 1504t
el e T e P ) V6

~ dng. (6, 9) = are cos 0 = 90°,

-0

Por tanto, las rectas 1y s son perpendiculares.

4. Caleular el ingulo formado por la recta 1:x — 3 =
mxteu=

v4_2
Yz TYeIDWm

(Propuesto en la Univ. de Alicante.)

se conoce un vector asociado v, viene expresado por Ia férmula:

sen (6, %) =

=0 80, 0 1)y un vetor sosiado el o y = 0o

¥ un plano , del que

Un vector director de la recta  es u(1, 2, 2) y un vestor asociado del plano x es v(1, 2, 2.

Los médulos de los vectores u y v son:

ol =T+ a7 8==3 | =Visasd=ii-3



. Hallar el dngulo formado por el plano 2% + 3y = 0y larecta 3~

Es decir, el seno y la amplitud del dngulo formado por la recta 1 y e plano  son:
v 71!22){!11)71‘4‘4
sen (1, %) = e = ¥ ——

lal - vl
~ dng. (5, 1) = arcsen | = 90°.

Por consiguiente, la recta r y el plano  son perpendiculares.

Nota:

omo el vector de direccion u de la recta 1 ¢l vector asociado v del plano  son iguales, no

diculares.

x—2y432=0
w+8=0
(Propuesto en la Univ. de Zaragoza.)

Un vector asaciado del plano (x) es ¥(2, 3, 0).

I porla
dos son a(1, ~2, 3) y b2, 9, 0), tiene un vegtor de dircccién u = a X b:

xb

6 4+ 9 + 4k = 270 = 27 + 6] + 13k = (27,6,13).

g
123
290
Los médulos de los vectores wy v son:

ol = VIS T F 6 = 49 v| =G 9T 0= + V.

Por tanto, el seno y la amplitud del éngulo formado por la recta 1 ¢l plano  son:

3 3 . I
OO ST e T

-3 -
- e ) = wesn () = wsn (032 = 130478

Bl dngulo formado por Ia recta £y el plano = mide 19° 4 8"

Calcular el dngulo determinado por los planos 2x — 3y + 22 = 0y X + 2y + 22
(Propuesto en lo Univ. de Alicante.)

el e i oy M 53 18 o i e
) son (2, -3, 2) b1, 2, 2;los modul

de csto dos vectores son:

Il =TT TR oV b =TT A a3,

Es deir, f coseno y 1 mplitud de dngulo formado por losplanos ¥y = son:
1 @-2.0.22) _ 2-6+4
al - o] CXUI v

~ dng. (x, %) = arccos 0 = 90°.

=0

Asi pues, los planos  y x" son perpendiculares.



. ¢Cuil es el dngulo que forman los planos x + 2y —
(Propuesto en la Univ. de La Laguna.)

S3yx-y+ds

Lo st vetores ssocads delodos ok (3 ) sl 2, =y b2, =,
Tos de estos dos vectores son:

los médu-

AT 4G bl =VER T 4 Vi

Por tano, e coseno y 1a amplitud dl dngulo formado por Ios planos 7 y x* son:

2.1y 2-2-3 3
+V8) - (+ Via) R 2

o3 (3, )

SN M S N ——

L menor delos dos dngulos formados por los planos ¥y =* mide 180° — 109° 6" 24 = 70° 53" 36

5 porel plano 2x — 3y + 22 =
Oxzy Oyz.
(Propuesto en la Univ. de Alicante.)

Un vetr soddo el o () 2 - 3 + 2 = Ot

10,1,40,1,0)
€i(1,0,0.,

Los médulos de los vectores a, i, § y k son:
Jal = VEFIT = 4
il =05 T50
1) Bl coseno y I ampliud del dngulo formado por los planos = y Oxy son:

[ =VIFoFo=1
=T O T =L

cos(x, Oxy) =

2
- Ikl (+417)

>
~ tng. (5,0 = wcc = a1 cos 0485 = 60° 5857
8.5, 0m) = s cos | ) = are s 0485 = 0050 50

2) Bl coseno y a amplitud dl dngulo que forman los planos r y Oxz son:
i @010
CRT G

3
cos(x, Ox2) = bra

.00 < | - e 27 =

17
I menor de los dngulos formados por los planos  y Oxz mide 150° — 136° 41 10° = 43° 18"
=

3) Bl coseno y Ia amplitud del éngulo que forman los planos ¥ y Oyz son:

cos(x, Oy =

TP m( JR—

2
Vi



Determinar los vértices deltridngulo simétrico del ridngulo de vértices A, 4, —3), B2, 0, 1)y
C(=1, 3, 0) respecto al punto H(-2,2, ~2).
de un centro de simetria Clx ya, 2), son:

P e
5o :

“m-n

Por anto,

simetia H (-2, 2, ~2), son:
AR =3,2:2-4262) + 3] = A0,
BRED-2,2:2-0,2(2) + 1] = B(-64, -
CRED +1,2:2-3,22) -0 = C L

Determinar las ecuaciones de la reca simeérica de la reca x 2 respecto al origen.

.
Io pusio A y B g el ot d ineiria O®, 0.0, proksciapiaard At
simetrica de la ecta  respecto del orige

las coordenadas de los puntos A y B de la reca .

Parah = 0;

~ punto B3, 1;

Los puntos A’ y B, simeéticos de los puntos A y B respecto del centro de simetria 0(0, 0, 0), son:
AQ-0-1,2:0-22:0-0) = A’C,
BQ0-22:0-3,2.0-1) = B2

Lo, i 0 i npsca o s oo o A7 YB3 o i, i

X+l y+2
e Ex)

11, Hallar iones del plano si planox — y +

1 I centro C(2, 0, ~2)
e oo e pitoncesquiers s sentos (4, B D) e panc ] dado Lot puics 'y
, simétricos de los puntos A, By D respecto del centro de simetria C(2, 0, ~2), determinan
I chactn e plan {4y méics éa plans % vt 4t

yealeu-
lando el valor de Ia otra variable, sc obtienen los puntos A, B y D de dicho plano.
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= punto A©, 0, 1

04+0-1=-1 = pumoBO,~1,0;
140-0=1 = puoD(,0,0).
Los puntos A", B y D', 0.-2
AR2-02:0-026D - 1] = A0, -5
BR2-0.2:04 1,29 -0 = B'(@,1,-4
D'R2-1,2:0-0,22 -0 = D'(3,0,-4).
Elplano =, siméurico del plano  respecto del entro C, pasa por los puntos A”, B’ y D'; por tanto,
su ecuacion es:
x-4 y-0 2+5| |x-d4y 245
4-41-0 avs|=| 0 1 1 |=0=x-y+z+1=0
3-40-0 4+5 -0
Dadata recta 5 = 2 el punto P, 2, —2), hllar as coondenadas del punto simético

3
de P respecto a a recta

-2 =D @D a0 > Wbz

(Propuesto en la Univ. Complutense de Madrid.)
Dado o ., 2), par dtermiot s

denadas del punto P*(x, ¥/, 2), simétrico
5 punto P spetode un e . bl
cién del plano  que pasa por el punto Py es per-
pendicular aIa recta r y e calculan las coordena-

Hes centro
iay, por tanto, punto medio del segmento PP”
(Véase la figura adjunta.)

Un vector de direccién de Ia reca (1) dada es
u(3, 2, 1), que es también un vector asociado del
plano ¥ por ser éste perpendicula a la recta .
Como, ademas, e plano pasa por ¢l punto P(1,2,
~2), su ecuacion es:

s
BN
P A
,
342+ Am s =0 = 100 2,
ot d o oo
R A T

o, i o P e i en e o 1. st st .

(e a2

!

7

) -

L )
TER I



13, Determinar las ecuaciones de Ia recta simétrica de.

larecta x — 1 =y — 2 = 2 respecto a la recta
x=1
y=2+3

e consderandos punos culsquirs (A3 ) el
primera recta (1) dada. Los puntos A’ y B',

a9 dada, determinan a ecuacion de la reca (r')
simétrica de Ia recta r respecto de la recta s.

(Veéase I figura adjunta.)

Para hallar los puntos A" y B se procede como en
el ejericio anterior

o ;
coordenadas de los puntos A y B de la recta .

Para )\

x-1=0
ix—1=y-2=2=0 = ly-2=0 =
o 220

kg k=020

vt w bl vocorsosud de ot plano 3 7, Pt s amhosperpndeess o
mo, %, pasa por el punto A(lL, 2, 0)y el plano =, pasa por el it
i e b
TGN H2A =D E-0 =0 = mAyrz-4=0
R A e A
L GyH forman
1a del plano , (punto H).
telos valores x, y, z de las ecuaciones p.lnmﬁlnuxdﬁll rectas (c = 1,y
ecuaciones de los planos 7, y i, e

Para el punto G:0- 1420 +2) +A=4=0 = A +2=0 = A=

'
wnads

para clpunto H: 01+ 26 + 20 + A= T=0 = S\~ 5

El plano =, y Ia recta  inciden en el punto G que tiene las coordenadas:

s, ye sl g avols

5

El plano 7, y Ia recta s se cortan en el punto H cuyas coordenadas son:

7

5

PR AT
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El punto A", simétrico del punto A respecto del centro de simetria G (¥ respecto de la recta ), es:

w wa(-3)-0] - w(Ed).

El punto B, simétrico del punto B respecto del centro de simetria H (¥ respecto de la recta 3,

TR AR |
Laar
sy
e
x-1 ¥ H Sz +4
R " :
-3
" —rean
s, os e 1

yC,si
(e") simétrico del plano = respecto de Ia recta 1.
Para hallar los puntos A’, B’ y C* se procede como en los dos ejercicios anteriores.

Dando valores arbitrarios a x ¢ y en la ecuacion del plano ¥ y hallando los correspondientes valores.
de 2, se obtienen los puntos A, By C de dicho planc

Parax 24y
parax = ley =

Oey=0:z

04020 ~ puntoAQ,0,0)
iz 2 +y=-240=-2 = puntoB(,0,-2

parax = ley=liz= 2x+y=-2+1=-1 = puntoC(l, 1, -1).
Un etr dedesond esa@, 1, 1),
¥ %3, por ser los res perpendicularcs a e
X0, 60, e plano , paa por <l punto B, 0
respectivas ccuaciones son:

lo planos 7.,
por ¢l punto
2)'y l plano =, pasa por el punto C(1, 1, ~1), sus

-0+ -0+ -0 =0 = Eix+y+z=0
G- D -0+ E D=0 = mxryrzel=0

G- DFG-DEE D=0 = mx+yrzo1=0
H, By’
o
cion de u reciar con adel plano , Guto D) con 4l pano = Guto G)ycon el plano
umo os valores X, ¥, 2. recta
iy e

Para el punto

A EN=0 = M 1=0 = A=t

paraclpuno GiA + A+ (14N +1=0 = N+42=0 = A

para el punto H: A + X + (1 + 8 = 1

~ =0 - A=0
El plano 7, y la recta £ se cortan en el punto F cuyas ordenadas son:

' '
rehmog y=A=-g

L2
N |
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B plano y arecta ¢ Incidenen l punto G que tine as coordenadas:
P
o5

SR L

El plano 7, y Ia recta  se cortan en el punto H cuyas coordenadas son:
0. y=A=0 z=14x=1+0=1— HOO1.

Bl punto A", simétrco del punto A respecto delcenro de simetia F (y Fespecto de I rct 1),
af-d 1) _g2.2 0] o arf-2,-24
w[o(-5)-0a(-5)-02:3-0] - w(-3-35):

tico dlpunto B respcto el cetro e simeta G y respecto de arecta 1), e

a(-2)-n2(-2)-02-Ls2] - m(-1,-42

v [5(-3)-02(-5]-enpea] w55

El punto C, simétrico del punto C respecto del centro de simetra H (v respecto de I reta 1), s

CR0-1,2:0- 1,214 1) = CEL -3
1 plano =, simétrico del plno = respecto de I rect , st determinado por los punios A, B y
% por tani, suecuacin e

El punto

Eerdedals| b4 o3
Fer-getol |44
e Roin-te-nete-nrtoen-dueno-

s gDy dana0 - <arneng D i-9=0 -

~ Xty 4360 - x-Ty
Calcular el punto Q que es simétrico del punto P(1, 2, —1) respecto al plano que pasa por los puntos
My(1, =8, =3, My2, 0, =)y My 3, B, 1).
(Propuesto en la Univ. del Pais Vasco.)

Dado un puto P(x ¥, ). paa detrmins s
PR g

punto P respecio de un plano , e halla I ecuacion
delareta v s por c pio Py s perend
cular al plano  y se oordenadas del
WND H(x,, Va2 wnmo de mru del plano y la
o1 cnro e smecia, o -

o s s e s

(Vease I figura adjunta.)
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322 80 141

Es decir, ~16(c = 2) = 2y ~8(z + ) + 8z + 1) + 2y + 166 =D = 0 =
La identidad 0 = 0 que los dados, My, My y M, estén alineados. Por

ra de dichos puntos, ya que Ios res pertenecen a la misma recta ).

ot No o sessrodesarolla o eermioa o conocs g vl o o bt obasrar
que as flas segunda y tercera son proporcior

El e (reca §) de a radiacién de planos , quzdl dtsminado pr dos deos s o ddos; or
cjemplo, por los puntos My y My. Asi pucs, su ecuacion.

241 y_z41 B-y =16

% %ot =

ST 872 2-z=s.

Por tanto, la ccuacién de la radiacion de planos x, para todo valor real de k, es:
Bioy - 164 k@x-2 -9 =0 = @+ 2Kx—y—ki—(6+5K) = 0.

haz de rectas 1, que.

pasan por el punto P :

secuencis, hay i
tos H, y Fespecto de cada uno de los planos , de la radicidn).

Un vestor asociado de cada plano «, de Ia radiacion es u(® + 2k,

k), que es también un vector
Por tanto,
son:

P
x=14 @+ 20
=2

'
[

Para caleular de H, jstera formado por | sioues del
haz de rectas 5, planos x, X peramétri
del haz de rctas en Ia ccuacin de Ia radiacion del haz de planos, se obtiene:
G+ 200+ 6+ WA =@ =N~ k(-1 — kN = (16 + 5 =0
S B4 EFBN-2 4N KRN 16-5k=0 =
S B4 K4 N E A F N2 Ak KA 16-Sk=0
< SN+ KA £ 6K =10 -2k = 0 > NSKE+ 3k + 65 = 10+ 2k =

10+ 2

B e
5+ 32k ¢ 6

H, paratodo

valor real de , son:
+ %
B R e T
Ry e
SR 65 4808 30k 4 A0 9K+ 68k 4 1S
. ERERT S5




10+ 2% 10K+ 64k + 130 - 10 - 2k 10K + 62k + 120

2 e

% k¥ + 32 + 65 Sk + 32K + 65 Ski + 32k + 65
104+ 2% SSK Mk - 65 10k - 2 T+ a2k + 65

A Sk’ + 32k + 65 Sk3 + 32k + 65 Sk + 3%k + 65

Los puntos de corte H, de cada parcja planc-recta perpendiculares entre si, para todo valor real
de k, son:

9+ 68k + 145 10K + 62k + 120 1k'emuss}
S E 3K 665 Skt 3k 4 65 5K+ 3k 465

H e

o G o Sl ine 45 St 23 ae o vl e £ 2o
Q=@y=L2=224 D)
Bt n B ST

Sy M+ 65 | S 2k +6s | S+ 3k 165

6.t b ocins dla e de

e frepecio il s 2 O

Seconsiderssdos punis cuslesquiea (A1 ) e

‘, simétricos

o o & s et 4l o 0 o

determinan Ia ccuacion de la recta () simétrica
de1a recta ¥ respecto del

Para hallr los puntos A” y B se procede como.

n el jercicio anterior,

Dok o v sty it
laccuacionx = y — 1 = 2 = \,se obiienen las
Coondenadas e 05 punios Ay B de  recta 1.

Para\

parah = lix=y-laz=1 =

Un vcio socado del lano e 11, 0, 1), que e tasién a vecor de iy do s vectas 9

53, por ser ambas perpendiculares al plano 7. Como, ademds, Ia recta s pasa por el punto A(0, 1, 0)
i et 53 5o por o PURO B B0 D, S0 155pcivs ccuaciones parmtIcas o

[ y=042 [ x=A

s 1 s dya

x=04) eN

del plano ¥ con la de I
los valores x, i i 35 en la ecuacién del pano =, resula:

0= a

Paracl punto G A + A =0 = 2
paraclpunto H: (1 + N + (1 + ) =0 = 20+
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La recta's,y el plano  se cortan en el punto G cuyas coordenadas son

X=A=0, y=1, z=h=0 = GO, 10

La recta s,y e plano = inciden ea el punto H que tene las coordenadas:

X=l4h=1-1=0,y=2, A

- HO,2,0.

P Ay I i plano  en el punto A; por tanto, el

punto A", i
punto A,'A” (0, 1, 0).
imétrico del punto B respecto del centro de simetria H (y respecto del plano =), e:

B@0-1,2:2-22:0-1) ~ B'(-

Elpunto B,

Lasecta 1, siméti los puntos A’ y B';asi
pues, su ecuacion continua es:
x=0 _y-1

- xmy—l=-2
7o x=y

Determinar las ecuaciones del plano simétrico del plano x — y = 0 respecto al plano z = 3.

plan (x) dado. Los puntos
AL BTy Csi punios A, By  determinan la
ecuacion del plano (=) simetrico del plano  respecto del plano ;.

Para halar los puntos A’, B y C' se procede como en los dos ejercicios anteriores.

R oty
Parax =0yz=0iy=2=0 = punoAQ,0,0)

parax =1y

Oy =x=1 - punoB(l 1,05
P
e B s 6 0 0 1), o ot s 4 Qonston g e e iy
238y or sl et pepedicics i v Como, s e 1, gt

D o, o s 1,0 s o or S A G B s e
o e et o

Xx=2yz=liy=x=2 = puoCQ2 1.

‘BB yCC'

eF, s
cion de plano x, con I de lareta s, (punto ), con I de larecta s (punto G)y con I de la reta s,
Gunto ) s rectas
51513 5 n 1 esuacion del plano 7, resula:

Paraclpunto F:A = 3 = F(0,0,3);

paraclpuno G: A = 3 = G(1, 1,3

4N=3 =+ A=2 = HQ2Y).

El punto A", simétrico del punto A respecto del centro de simetra F (y respecto del plano =), es
A'Q:0-0,2:0-0,2:3-0) = A'0,0,6.

para el punto



El punto B, simétrico del punto B respecto del centro de simetria G (y fespecto del plano m,), es
B 1-1,2:1-1,2:3-0) = B, 1,6,

El punto C", simétrico del punto C respecto del centro de simetria H (y respecto del plano ), es
CR2-2,2:2-22:3-1) = C'@29).

gl skl i i del plano , esté determinado por los puntos A’, B’ y
€ por tanto, su ecuacién

x=0y-02-6| |x
1-01-0 6-6|=|1 =0 = x-y=0
2-02-0 5-6| |2

Es decir, el plano simétrico es el propio plano .

son icolares y, por tanto, el simétrico del plano

: nyr
 respecto del plano , s el propio plano .
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